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摘要:【目的】探索仿射表面积的逆Brunn-Minkowski型不等式。【方法】运用分析不等式中的Beckenbach-Dresher’s不等

式与逆Beckenbach-Dresher’s不 等 式 进 行 分 析。【结 果】建 立 了 仿 射 表 面 积 的 逆 Minkowski型 不 等 式 和 逆 Brunn-

Minkowski型不等式,拓展了Brunn-Minkowski型不等式。【结论】仿射表面积的逆Brunn-Minkowski型不等式不仅丰富

了仿射表面积的内容,还为研究Lp 仿射表面积提供了思路。
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1预备知识

欧氏空间中的仿射表面积被称为经典的仿射表面积,Blaschke于1923年首先探究了仿射表面积[1]。随后

Lutwak将经典的仿射表面积延伸到混合仿射表面积[2],扩充了经典Brunn-Minkowski理论,并得到研究者们的

广泛关注。随着凸几何中的经典Brunn-Minkowski理论发展到Lp-Brunn-Minkowski理论,Lutwak将混合仿

射表面积推广到了Lp 混合仿射表面积[3]。Lp 混合仿射表面积在Lp-Brunn-Minkowski理论中占据重要地

位[2-4]。文献[4]深入探讨了仿射表面积与极小几何表面积之间的密切关系,文献[5]研究了仿射表面积与极小

几何表面积在Orilicz空间中的关系。凸超曲面的仿射表面积是仿射微分几何中重要的研究对象之一,由它衍生

出诸多优美的结果,如Aleksandrov-Fenchel型不等式、Minkowski型不等式、Brunn-Minkowski型不等式等[2-4]。
记En 为n(n≥2)维欧氏空间,若点集K⊂En,对任意两点x,y∈K 都有(1-λ)x+λy∈K,λ∈[0,1],则称

K 为凸集。若K 为En 中的紧致凸集,则称K 为凸体。本文用Kn 表示由En 中凸体构成的集合,用B 表示En

中的单位球,Sn-1表示En 中的单位球面。
设K∈Kn 的支持函数hK(u):Sn-1→(0,¥)为hK(u)=max{x·u:x∈K},u∈Sn-1,其中x·u 为标准

内积。
对于K,L∈Kn,x∈En,若存在正数λ,使得K=x+λL,则称K 与L 位似。
设K∈Kn 及对任意的L∈Kn,若存在函数fK(u)使得混合体积V1(K,L)的积分表达式为V1(K,L)=

1
n∫Sn-1fK(u)hL(u)dS(u),则称凸体K 的曲率函数是正值连续函数,即fK(·):Sn-1→(0,¥)。文献[6]证明

了凸体的曲率函数是唯一的,同时证明了对具有相同曲率函数的凸体在仅相差一平移变换的情况下也是唯一

的,即:若K,L∈Kn 满足fK(u)=fL(u),则K=x+L。把Kn 中所有边界具有正值连续曲率函数的凸体记

为Fn。
若K∈Fn,则有:

∫Sn-1
ufK(u)dS(u)=0。 (1)
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  若函数f(u)为正值连续函数且满足(1)式,则存在唯一的凸体K(在仅相差一平移变换下)使得它的曲率函

数为f(u)。记K∈Fn 的曲率函数fK(u)的最大值与最小值分别为mK 与MK。

设K,L∈Fn 且α,β∈(0,¥),若∫Sn-1
u(αfK(u)+βfK(u))dS(u)=0,则存在唯一的凸体(在仅相差一平移

变换下),记为αK+
~
βL,使得

fαK+
~
βL(u)=αfK(u)+βfL(u)。 (2)

由(2)式所确定的加法与数乘,称为Blaschke加法与数乘[2]。

若K,L∈Fn,存在α∈(0,¥),使得fK(u)=αfL(u)成立的充要条件为K 与L 位似。

若K∈Fn,K 的仿射表面积Ω(K)定义为[2]:

Ω(K)=∫Sn-1
fK(u)

n
n+1dS(u)。 (3)

  文献[2]研究了K,L∈Fn 的i阶混合表面积Ωi(K,L),其定义式为:

Ωi(K,L)=∫Sn-1
fK(u)

n-i
n+1fL(u)

i
n+1dS(u),i∈R。

当L=B 时,Ωi(K,B)=Ωi(K)。
文献[2]给出了如下 Minkowski型不等式与Brunn-Minkowski型不等式。

Minkowski型不等式:若K,L∈Fn,则:

Ωi(K,L)≤Ω (K)
n-i
nΩ (L)

i
n,0<i<n, (4)

当且仅当K 与L 位似时等号成立。

Brunn-Minkowski型不等式:若K,L∈Fn,则:

Ωi(K +
~ L)

n+1
n-i ≤Ωi(K)

n+1
n-i +Ωi(L)

n+1
n-i,i<-1, (5)

当且仅当K 与L 位似时等号成立;

当i>-1时,不等式(5)反向。特别地,当i=0时,不等式(5)变为:

Ω (K +
~ L)

n+1
n ≤Ω (K)

n+1
n +Ω (L)

n+1
n ,

当且仅当K 与L 位似时等号成立。

设f(x)为可测集X 上的正值可测函数,定义p(p≠0)范数 ‖f(x)‖p =∫X
f(x)pdx( )

1
p 。

本文主要得到不等式(4)与(5)的反向不等式,即存在c1,c2≥1,使得:

c1Ωi(K,L)≥Ω (K)
n-i
nΩ (L)

i
n,0<i<n, (6)

c2Ωi(K +
~ L)

n+1
n-i ≥Ωi(K)

n+1
n-i +Ωi(L)

n+1
n-i,i<-1。 (7)

同时还建立了如下不等式:

c3
Ωi(K +

~ L)

Ωj(K +
~ L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+1
j-i

≥
Ωi(K)
Ωj(K)

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+1
j-i

+
Ωi(L)
Ωj(L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+1
j-i
,c3 ≥1,i≤-1≤j<n(i≠j)。 (8)

2引理与主要结论

为得到不等式(6)~(8),需要以下几个重要引理作为工具。

引理1[7] (逆Hölder不等式)设fi(x)(i=1,2)为可测闭集X 上满足mi≤fi(x)≤Mi 的正值连续函数,

若
1
p1
+
1
p2
=1,p1>1且fi(x)pi可积,记C(p1,p2)

(x,y)=

x
p1
+

y
p2

x
1
p1y

1
p2

,Xi=‖fi(x)‖pi
pi
,T(p1,p2)

(m1,m2,M1,M2,

X1,X2)=maxC(p1,p2)
mp1
1

X1
,
Mp

2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷,C(p1,p2)

Mp
1
1

X1
,
mp

2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷{ },则:
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∏
2

1
‖fi(x)‖pi ≤T(p1,p2)

(m1,m2,M1,M2,X1,X2)‖∏
2

1
fi(x)‖1, (9)

若p1<1(p1≠0),不等式(9)反向。

运用引理1与(3)式,可以得到关于仿射表面积的逆 Minkowski型不等式。

定理1 若K,L∈Fn,0<i<n,c1=T n
n-i,

n
i( ) (m

n-i
n+1
K
,m

i
n+1
L
,M

n-i
n+1
K
,M

i
n+1
L
,Ω(K),Ω(L)),则:

c1Ωi(K,L)≥Ω(K)
n-i
nΩ (L)

i
n。 (10)

  证明 运用(3)式与不等式(9)有:

Ω(K)
n-i
nΩ (L)

i
n =

æ

è
çç∫Sn-1

fK(u)
n

n+1dS(u)
ö

ø
÷÷

n-i
n æ

è
çç∫Sn-1

fL(u)
n

n+1dS(u)
ö

ø
÷÷

i
n

=
æ

è
çç∫Sn-1

fK(u)
n-i
n+1×

n
n-idS(u)

ö

ø
÷÷

n-i
n

×

æ

è
çç∫Sn-1

fL(u)
i

n+1×
n
idS(u)

ö

ø
÷÷

i
n

≤c1∫Sn-1
fK(u)

n-i
n+1fL(u)

i
n+1dS(u)=c1Ωi(K,L)。 证毕

  推论1 若K,L∈Fn,c1 同定理1,当i=1时,则c1Ω1(K,L)≥Ω(K)
n-1
n Ω(L)

1
n。

引理2[7] 设fi(x)(i=1,2)为可测闭集X 上满足mi≤fi(x)≤Mi 的正值连续函数。若p>1,并记N1=

maxT p,
p

p-1( ) (m1,mp-1
3 ,M1,Mp-1

3 ,X1,X3),T p,
p

p-1( ) (m2,mp-1
3 ,M2,Mp-1

3 ,X2,X3){ },m3= min
2

i=1
fi(x),M3=

max
2

i=1
fi(x),X3= ‖

2

i=1
fi(x)‖p-1

p-1
,则:

N1 ‖
2

i=1
fi(x)‖p ≥

2

i=1
‖fi(x)‖p, (11)

且当p<1(p≠0)时,不等式(11)反向。

运用引理2,可以得到关于仿射表面积的逆Brunn-Minkowski型不等式。

定理2 若K,L∈Fn,i<-1,N1 同引理2,则

N1Ωi(K +
~ L)

n+1
n-i ≥Ωi(K)

n+1
n-i +Ωi(L)

n+1
n-i, (12)

当i>-1时,不等式(12)反向。

推论2 若K,L∈Fn,N1 同上,当i=0时,则N1Ω (K+
~
L)

n+1
n ≤Ω (K)

n+1
n +Ω (L)

n+1
n 。

引理3[8] (Beckenbach-Dresher’s不等式)设fi(x)(i=1,2)为[a,b]上的正值连续函数。若0≤β≤1≤

α(β≠α),则

æ

è

ç
ç
çç

∫[a,b]
[f1(x)+f2(x)]αdx

∫[a,b]
[f1(x)+f2(x)]βdx

ö

ø

÷
÷
÷÷

1
α-β

≤∫[a,b]
f1(x)αdx

∫[a,b]
f1(x)βdx

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
α-β

+∫[a,b]
f2(x)αdx

∫[a,b]
f2(x)βdx

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
α-β

。

引理4[9] (逆Beckenbach-Dresher’s不等式)设fi(x)(i=1,2)为可测闭集X 上满足mi≤fi(x)≤Mi 的

正值连续函数,μ(X)为 X 的勒贝格测度,若0≤β≤1≤α(β≠α)且fi(x)α,fi(x)β 都可积,N1 同上,并记N2=

T α
α-β

,α
β( ) sT

-β
α ,st

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

β
α
,St

-β
α ,ST

s
æ

è
ç

ö

ø
÷

β
α
,1,1æ

è
ç

ö

ø
÷,s=μ(X)

1
αa,t=μ(X)

1
βa,S=μ(X)

1
αA,T=μ(X)

1
βA,a=min{m1,m2},

A=max{M1,M2},则:

(N1N2)
α

α-β∫[a,b]
[f1(x)+f2(x)]αdx

∫[a,b]
[f1(x)+f2(x)]βdx

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
α-β

≥∫[a,b]
f1(x)αdx

∫[a,b]
f1(x)βdx

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
α-β

+∫[a,b]
f2(x)αdx

∫[a,b]
f2(x)βdx

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
α-β

。

  由引理4,可以得到关于仿射表面积的逆Beckenbach-Dresher’s型不等式:

定理4 若K,L∈Fn 且i,j满足i≤-1≤j<n(i≠j),c3=(N1N2)
n+1
j-i,N1,N2 同引理4,则:
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c3
Ωi(K +

~ L)

Ωj(K +
~ L)
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è
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n+1
j-i
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Ωi(K)
Ωj(K)
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。
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Abstract:[Purposes]InordertogetthereverseBrunn-Minkowskistyleinequalityoftheaffinesurfacearea.[Methods]Byapplying
Beckenbach-Dresher’sinequalityandreverseBeckenbach-Dresher’sinequalityofanalyticinequalities.[Findings]Setupthereverse
MinkowskistyleinequalityandreverseBrunn-MinkowskistyleinequalityandtheBrunn-Minkowskistyleinequality.[Conclusions]

ThereverseBrunn-Minkowskistyleinequalityisnotonlyenrichedthecontentoftheaffinesurfacearea,butalsoprovidesideasfor
thestudyofLpaffinesurfacearea.
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