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受相互作用影响下的项目组合选择问题的有效求解方法
*

李星梅1,张又中1,吕志坚2

(1.华北电力大学 经济与管理学院,北京102206;2.北京市科学技术情报研究所,北京100044)

摘要:【目的】相互作用关系的高阶项目组合选择问题通常被转化为一个整数多项式规划问题,利用传统方法需要使用大

量的不等式约束,但是引入大量非紧不等式约束会造成严重的计算负担,针对这个问题提出了新的有效求解方法。【方

法】将高阶项目组合选择模型转化为混合0-1规划,利用一个新的线性化方法,将大量非紧不等式通过等式约束代替,然

后采用分枝定界法来得到最优解。【结果】通过大量数值实验,展示了新方法在解决考虑相互作用关系的高阶项目组合

选择问题时的计算效率。【结论】结果表明,所提出的新方法能够有效提高求解此类问题的计算效率。
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通常管理者为了获取更多的利润或完成组织的战略目标,需要在同一时间段内执行多个项目。也就是说,
管理者必须从候选项目中选择出最适合的那几个项目,组成一个有效的项目组合。一个合理的项目组合能够保

证资源的有效利用,并且收益更多;相反,错误的选择会损害组织的利益和名声。但大多数情况下,决策者面临

着许多不可避免的现实约束,如资源、成本预算等,这也使得选择一个正确的项目组合并非易事。因此,在经济

与管理领域,项目组合选择问题(Projectportfolioselectionproblem,PPSP)引起了人们的很多关注。目前对项

目组合选择的研究主要集中于管理科学和运筹优化方面,如投资组合选择
[1-2]、研发(Researchanddevelopment,

R&D)
[3-5]、成本预算

[6-7]、信息系统/信息科技(Informationsystem/informationtechnology,IS/IT)
[8]以及公私

合作模式(Public-privatepartnership,PPP)
[9-10]等。

为了更好地反映现实,目前文献中的模型都会较为关注一些实际的和重要的因素,如相互作用关系
[11]、基数

约束
[12]、调度

[13]、雇员能力
[14]及可分性

[15]等。本文主要考虑相互作用关系。不过,值得指出的是,本文对于项

目组合选择问题的讨论可以扩展到包括其他因素的更完备的模型上。
收益相关性和资源相关性是项目相互作用关系的两种主要类型。根据实际经验,当两个或更多相关的项目

被选择并执行时,企业可能会获得额外的收入,称为协同收益。当协同作用发生时,总的收益增加
[8,11],而低于各

项目收益和的那部分叫做竞争损失
[15-16]。本文同时考虑了协同收益和竞争损失。至于资源相关性,是指当相关

的项目在同一时间段被执行时,组织可能会进行更有效的资源配置,甚至比原来资源量的需求更少。
讨论项目i和j的相关性需要引入0-1变量xi 和xj

,令xi=1表示项目被选中,xi=0表示项目被放弃,

xixj=1表示项目i和j具有相互作用关系
[7,15,17]。这种表示方法会导致PPSP成为一个整数多项式规划问题。

例如,两个项目i和j的相关性通过一个二次项来表示,3个项目i,j和k之间的相互作用则用一个三次项表示。

2阶和3阶的模型在目前的文献中最为常见。本文认为,高阶多次项可以用于表示4个及4个以上项目间的相

互作用。
考虑到PPSP问题的复杂性(NP难问题),启发式算法经常被用于解决这个问题。但是,这种方法不能保证

得到全局最优解。为了得到最优解,目前的最优化方法使用一些转化技术来线性化PPSP模型中的乘积项
[18-19]。

Glover
[19]的方法是一个很好的尝试,但是他们使用了大量的不等式约束,会造成计算负担。因此,本文提出一种

新的线性化方法,使用更少的约束来更有效率地解决高阶PPSP问题。
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此外,执行的项目越多,企业会获得更多的收益。但是一个公司的能力,如总资金、工作人数和管理成本等

会影响到执行项目的个数。一些文献指出,一个组织同时执行的项目太多,可能会导致该组织运行混乱,资金周

转不灵等等
[20-21]。因此,限制最优组合中的最大项目个数绝对必要。

本文后续结构如下:第一节简要介绍了考虑相互作用关系的高阶项目组合选择问题模型;第二节详细叙述

了本文提出的新模型,并比较了传统模型与新模型的问题规模;第三节通过数值实验,比较了不同模型对于解决

高阶问题的效率;最后一节给出结论。

1高阶PPSP模型及初步转化

实际上,当决策者选择项目时,该项目所影响的市场份额,提升的品牌认可度,企业形象以及其他方面都是

需要考虑的。但同时应深刻认识到,利润是维持企业不断前进的主要动力。基于这个事实,本文假设决策者在

进行项目选择时只关心利润最大化。由此可以得出4阶的初始PPSP模型(模型1),该模型也可以扩展到更高

阶的情况,为便于说明,本文主要讨论4阶模型。
模型1

max 􀰐
N

i=1
rixi+􀰐

N-1

i=1
􀰐
N

j=i+1
ri,jxixj +􀰐

N-2

i=1
􀰐
N-1

j=i+1
􀰐
N

k=j+1
ri,j,kxixjxk -􀰐

N-3

i=1
􀰐
N-2

j=i+1
􀰐
N-1

k=j+1
􀰐
N

l=k+1
ri,j,k,lxixjxkxl, (1)

s.t. 􀰐
N

i=1
ds

ixi-􀰐
N-1

i=1
􀰐
N

j=i+1
ds

i,jxi,xj +􀰐
N-2

i=1
􀰐
N-1

j=i+1
􀰐
N

k=j+1
ds

i,j,kxixjxk -􀰐
N-3

i=1
􀰐
N-2

j=i+1
􀰐
N-1

k=j+1
􀰐
N

l=k+1
ds

i,j,k,lxixjxkxl ≤bs,

s=1,…,S, (2)

􀰐
N

i=1
xi ≤m。 (3)

其中,xi∈{0,1},i=1,…,N。N 表示候选项目数,变量xi 的取值表示项目i被选择(xi=1)还是放弃(xi=0)。
向量x=(x1,x2,…,xN)代表了一个项目组合,m 是一个正整数,代表执行项目的数目限制。

目标函数(1)表示执行项目的总收益,ri 是单独运作项目i产生的收益,ri,j
,ri,j,k和ri,j,k,l分别是来自共同

执行项目i,j;i,j,k以及i,j,k,l产生的额外收益。由于竞争损失的存在,ri,j
,ri,j,k和ri,j,k,l不总是正值。

资源约束(2)保证执行项目所需的资源总量限制为bs,s=1,…,S。S 是不同种类资源的数目。与收益类

似,ds
i 是项目i单独执行时所需资源s的总量。ds

i,j
,ds

i,j,k和ds
i,j,k,l则分别是不同项目同时执行时所需的资源

总量。
显然,模型1是一个多项式整数规划问题。实际上,这类问题属于NP难问题,即除非{P=NP},否则不能在

一个理想的时间内得到最优解。Glover为了解决这一问题,提出了一种线性技术来将它转化为混合0-1整数规

划问题。Glover引入了一些额外变量,相应的,还补充了不等式约束来代替初始模型中的乘积项。参考他们的

工作,可以得到一个线性重构模型(模型2)如下。
模型2

max 􀰐
N

i=1
rixi+􀰐

N-1

i=1
􀰐
N

j=i+1
ri,jyi,j +􀰐

N-2

i=1
􀰐
N-1

j=i+1
􀰐
N

k=j+1
ri,j,kzi,j,k +􀰐

N-3

i=1
􀰐
N-2

j=i+1
􀰐
N-1

k=j+1
􀰐
N

l=k+1
ri,j,k,lwi,j,k,l

, (4)

s.t. 􀰐
N

i=1
xi ≤m,

􀰐
N

i=1
ds

ixi-􀰐
N-1

i=1
􀰐
N

j=i+1
ds

i,jyi,j +􀰐
N-2

i=1
􀰐
N-1

j=i+1
􀰐
N

k=j+1
ds

i,j,kzi,j,k -􀰐
N-3

i=1
􀰐
N-2

j=i+1
􀰐
N-1

k=j+1
􀰐
N

l=k+1
ds

i,j,k,lwi,j,k,l ≤bs,s=1,…,S,(5)

yi,j ≤xi,yi,j ≤xj
,yi,j ≥xi+xj -1,i,j=1,…,N,i<j, (6)

zi,j,k ≤xi,zi,j,k ≤xj
,zi,j,k ≤xk,zi,j,k ≥xi+xj +xk -2,i,j,k=1,…,N,i<j<k, (7)

wi,j,k,l ≤xi,wi,j,k,l ≤xj
,wi,j,k,l ≤xk,wi,j,k,l ≤xl,wi,j,k,l ≥xi+xj +xk +xl -3,

i,j,k,l=1,…,N,i<j<k<l。 (8)
其中,xi∈{0,1},yi,j

,zi,j,k
,wi,j,k,l≥0,i,j,k,l=1,…,N,i<j<k<l。yi,j=xixj

,zi,j,k=xixjxk 且wi,j,k,l=
xixjxkxl,i,j,k,l=1,…,N,i<j<k<l。
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定义3个正连续向量y=(y1,2,…,y1,N,y2,3,…,yN-1,N),z=(z1,2,3,…,z1,2,N,z2,3,4,…,zN-2,N-1,N),

w=(w1,2,3,4,…,w1,2,3,N,w1,3,4,5,…,wN-3,N-2,N-1,N)。
注意到,重构模型中的3个向量y,z和w 是正连续向量而不是二维向量。此外,线性不等式约束(6)~(8)

式保证了当xi∈{0,1}时,有yi,j=xixj
,zi,j,k=xixjxk 且wi,j,k,l=xixjxkxl。初始模型1和重构模型2之间的

等价性也由此得出。这个方法的确把乘积项转化为了线性项,但是使用了
3N(N-1)

2 +
4N(N-1)(N-2)

6 +

5N(N-1)(N-2)(N-3)
24

个线性不等式约束((6)~(8)式)。

2新线性技术下的PPSP转化模型

注意到初始模型中的(3)式,需要分别讨论:1)􀰐
N

i=1
xi=m;2)􀰐

N

i=1
xi ≤m 这两种情况。

首先,考虑基数约束为等式的情况,即􀰐
N

i=1
xi=m,0<m <N 。注意到,

xi 􀰐
N

j=1,j≠i
xj =(m-1)xi, (9)

xi 􀰐
N

j=1,j≠i
xj 􀰐

N

k=1,k≠i,k≠j
xk =

(m-1)(m-2)
2 xi, (10)

xi 􀰐
N

j=1,j≠i
xj 􀰐

N

k=1,k≠i,k≠j
xk 􀰐

N

l=1,l≠i,l≠j,l≠k
xl =

(m-1)(m-2)(m-3)
6 xi。 (11)

那么,乘积项xixj
,xixjxk 和xixjxkxl 就能够通过定理1引入的辅助变量yi,j

,zi,j,k和wi,j,k,l来进行线性化。

定理1 对向量x=(x1,x2,…,xN)∈{0,1}
N,y=(y1,2,…,y1,N,y2,3,…,yN-1,N)∈[0,1]

N(N-1)/2,z=
(z1,2,3,…,z1,2,N,z2,3,4,…,zN-2,N-1,N)∈[0,1]

N(N-1)(N-2)/6,w=(w1,2,3,4,…,w1,2,3,N,w1,3,4,5,…,wN-3,N-2,N-1,N)∈
[0,1]N

(N-1)(N-2)(N-3)/24,如果:

􀰐
N

i=1
xi=m,􀰐

N

j>i
yi,j +􀰐

N

j<i
yj,i+􀰐

N

j>i
􀰐
N

k>j
zi,j,k +􀰐

N

j<i
􀰐
N

k>i
zj,i,k +

􀰐
N

j<k
􀰐
N

k<i
zj,k,i+􀰐

N

j>i
􀰐
N

k>j
􀰐
N

l>k
wi,j,k,l +􀰐

N

j<i
􀰐
N

k>i
􀰐
N

l>k
wj,i,k,l +

􀰐
N

j>k
􀰐
N

k<i
􀰐
N

l>i
wj,k,i,l +􀰐

N

j<k
􀰐
N

k<l
􀰐
N

l<i
wj,k,l,i= (m-1)+

(m-1)(m-2)
2 +

(m-1)(m-2)(m-3)
6

é

ë
êê

ù

û
úúxi,

i=1,…,N, (12)
则有xixj=yi,j

,xixjxk=zi,j,k
,xixjxkxl=wi,j,k,l

,i,j,k,l=1,…,N 且i<j<k<l。
为了证明定理1,从(9)~(11)式入手。

证明 由 (9)~ (11)式 可 得,若 xi=1,则 (9)式 右 边 的 值 等 价 于 (m -1)+
(m-1)(m-2)

2 +

(m-1)(m-2)(m-3)
6

,否则为0。

现在考虑m≥4的情况,若m≥4,则存在某个i',j',k',l'且i',j',k',l'互不相等,使得xi'=xj'=xk'=
xl'=1。分析定理1中(12)式所有的i,j,k,l,其中i,j,k,l互不相等,有:

1)若i=i',那么xi'=1,且

􀰐
N

j>i'
yi',j +􀰐

N

j<i'
yj,i' +􀰐

N

j>i'
􀰐
N

k>j
zi',j,k +􀰐

N

j<i'
􀰐
N

k>i'
zj,i',k +􀰐

N

j<k
􀰐
N

k<i'
zj,k,i' +􀰐

N

j>i'
􀰐
N

k>j
􀰐
N

l>k
wi',j,k,l +􀰐

N

j<i'
􀰐
N

k>i'
􀰐
N

l>k
wj,i',k,l +

􀰐
N

j>k
􀰐
N

k<i'
􀰐
N

l>i'
wj,k,i',l +􀰐

N

j<k
􀰐
N

k<l
􀰐
N

l<i'
wj,k,l,i' =(m-1)+

(m-1)(m-2)
2 +

(m-1)(m-2)(m-3)
6

。

  若i≠i',那么xi=yi,j=zi,j,k=wi,j,k,l=0。
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2)若j=j',那么xj'=1,且

􀰐
N

i<j'
yi,j' +􀰐

N

i>j'
yj',i+􀰐

N

i>j'
􀰐
N

k>i
zj',i,k +􀰐

N

i<j'
􀰐
N

k>j'
zi,j',k +􀰐

N

i<k
􀰐
N

k<j'
zi,k,j' +􀰐

N

i>j'
􀰐
N

k>i
􀰐
N

l>k
wj',i,k,l +􀰐

N

i<j'
􀰐
N

k>j'
􀰐
N

l>k
wi,j',k,l +

􀰐
N

i<k
􀰐
N

k<j'
􀰐
N

l>j'
wi,k,j',l +􀰐

N

i<k
􀰐
N

k<l
􀰐
N

l<j'
wi,k,l,j' =(m-1)+

(m-1)(m-2)
2 +

(m-1)(m-2)(m-3)
6

。

  若j≠j',那么xj=yi,j=zi,j,k=wi,j,k,l=0。

3)若k=k',那么xk'=1,且

􀰐
N

i<k'
yi,k' +􀰐

N

i>k'
yk',i+􀰐

N

i>k'
􀰐
N

j>i
zk',i,j +􀰐

N

i<k'
􀰐
N

j>k'
zi,k',j +􀰐

N

i<j
􀰐
N

j<k'
zi,j,k' +􀰐

N

i>k'
􀰐
N

j>i
􀰐
N

l>i
wk',i,j,l +􀰐

N

i<k'
􀰐
N

j>k'
􀰐
N

l>j
wi,k',j,l +

􀰐
N

i<j
􀰐
N

j<k'
􀰐
N

l>k'
wi,j,k',l +􀰐

N

i<j
􀰐
N

j<l
􀰐
N

l<k'
wi,j,l,k' =(m-1)+

(m-1)(m-2)
2 +

(m-1)(m-2)(m-3)
6

。

  若k≠k',那么xk=yi,k=zi,j,k=wi,j,k,l=0。

4)若l=l',那么xl'=1,且

􀰐
N

i<l'
yi,l' +􀰐

N

i>l'
yl',i+􀰐

N

i>l'
􀰐
N

j>i
zl',i,j +􀰐

N

i<l'
􀰐
N

j>l'
zi,l',j +􀰐

N

i<j
􀰐
N

j<l'
zi,j,l' +􀰐

N

i>l'
􀰐
N

j>i
􀰐
N

k>j
wl',i,j,k +􀰐

N

i<l'
􀰐
N

j>l'
􀰐
N

k>j
wi,l',j,k +

􀰐
N

i<j
􀰐
N

j<l'
􀰐
N

k>l'
wi,j,l',k +􀰐

N

i<j
􀰐
N

j<k
􀰐
N

k<l'
wi,j,k,l' =(m-1)+

(m-1)(m-2)
2 +

(m-1)(m-2)(m-3)
6

。

  若l≠l',那么xl=yi,l=zi,j,l=wi,j,k,l=0。
综上可得,xi=xj=xk=xl=yi,j=yi,k=yi,l=yj,k=yj,l=yk,l=yi,j,k=yi,j,l=yj,k,l=wi,j,k,l=0对所有

i=j=k=l=1,…,N(i<j<k<l)成立,除非i=i',j=j',k=k',l=l'。也即,若(xi',xj'
,xk',xl')=(1,1,1,

1),那么yi',j'=yi',k'=yi',l'=yj',k'=yj',l'=yk',l'=yi',j',k'=yi',j',l'=yj',k',l'=wi',j',k',l'=1。
由此可知,xixj=yi,j

,xixk=yi,k,xixl=yi,l,xjxk=yj,k
,xjxl=yj,l

,xkxl=yk,l,xixjxk=zi,j,k
,xixjxl=

zi,j,l
,xjxkxl=zj,k,l且xixjxkxl=wi,j,k,l对所有i=j=k=l=1,…,N(i<j<k<l)成立。 证毕

根据等式约束􀰐
N

i=1
xi=m 及定理1,可以得到一个新的转化PPSP模型。

模型3 max􀰐
N

i=1
rixi+􀰐

N-1

i=1
􀰐
N

j=i+1
ri,jyi,j +􀰐

N-2

i=1
􀰐
N-1

j=i+1
􀰐
N

k=j+1
ri,j,kzi,j,k +􀰐

N-3

i=1
􀰐
N-2

j=i+1
􀰐
N-1

k=j+1
􀰐
N

l=k+1
ri,j,k,lwi,j,k,l

,

s.t. 􀰐
N

i=1
ds

ixi-􀰐
N-1

i=1
􀰐
N

j=i+1
ds

i,jyi,j +􀰐
N-2

i=1
􀰐
N-1

j=i+1
􀰐
N

k=j+1
ds

i,j,kzi,j,k -􀰐
N-3

i=1
􀰐
N-2

j=i+1
􀰐
N-1

k=j+1
􀰐
N

l=k+1
ds

i,j,k,lwi,j,k,l ≤bs,s=1,…,S,

􀰐
N

i=1
xi=m,􀰐

N

j>i
yi,j +􀰐

N

j<i
yj,i+􀰐

N

j>i
􀰐
N

k>j
zi,j,k +􀰐

N

j<i
􀰐
N

k>i
zj,i,k +􀰐

N

j<k
􀰐
N

k<i
zj,k,i+

􀰐
N

j>i
􀰐
N

k>j
􀰐
N

l>k
wi,j,k,l +􀰐

N

j<i
􀰐
N

k>i
􀰐
N

l>k
wj,i,k,l +􀰐

N

j>k
􀰐
N

k<i
􀰐
N

l>i
wj,k,i,l +􀰐

N

j<k
􀰐
N

k<l
􀰐
N

l<i
wj,k,l,i=Gxi,i=1,…,N。

其中,G 是一个常数,G=(m-1)+
(m-1)(m-2)

2 +
(m-1)(m-2)(m-3)

6
。

模型3考虑了基数约束􀰐
N

i=1
xi =m,且只使用了 N 个等式约束便保证了yi,j =xixj

,zi,j,k =xixjxk 及

wi,j,k,l =xixjxkxl ,所以可以期望该模型的求解效率会更高。

除了等式约束的情况,还需要考虑不等式基数约束,即􀰐
N

i=1
xi≤m,0<m<N。为了解决这个问题,引入一

个新的辅助整数变量Q=􀰐
m

t=1
tut,其中,ut ∈ {0,1},t=1,…,m,且有􀰐

m

t=1
ut=1。

注意到Q ∈ {1,…,m},实际上Q 代表了一个组合的基数。用Q 替代(12)式中的m,则(12)式的右边变为

(Q-1)+
(Q-1)(Q-2)

2 +
(Q-1)(Q-2)(Q-3)

6
é

ë
êê

ù

û
úúxi ,这是一个非线性项。可以用下面的定理来解决

这个非线性项。
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定理2 对一个0-1变量集合,xi∈{0,1},i=1,…,N,􀰐
N

i=1
xi≤m,0<m<N,一个正连续变量Φi,i=

1,…,N,0-1变量ut,t=1,…,m,和一个整数变量Q=􀰐
m

t=1
tut,若将非线性项 (Q-1)+

(Q-1)(Q-2)
2 +

é

ë
êê

(Q-1)(Q-2)(Q-3)
6

ù

û
úúxi 转化为线性项Φi ,需满足下面的线性系统:

􀰐
N

i=1
xi=􀰐

m

t=1
tut, (13)

􀰐
m

t=1
ut=1, (14)

􀰐
m

t=1

(t-1)+
(t-1)(t-2)

2 +
(t-1)(t-2)(t-3)

6
é

ë
êê

ù

û
úúut+M(xi-1)≤Φi ≤

􀰐
m

t=1

(t-1)+
(t-1)(t-2)

2 +
(t-1)(t-2)(t-3)

6
é

ë
êê

ù

û
úúut+M(1-xi),i=1,…,N, (15)

Φi ≤Mxi,i=1,…,N。 (16)

其中,M 是一个足够大的常数,可以定义为 (m-1)+
(m-1)(m-2)

2 +
(m-1)(m-2)(m-3)

6
。

证明 由(14),(15)式可知,1≤􀰐
N

i=1
xi ≤m,假设存在某个特殊的ut,则非线性项

é

ë

ê
ê
(Q-1)+

(Q-1)(Q-2)
2 +

(Q-1)(Q-2)(Q-3)
6

ù

û

ú
ú
xi

可以表示为􀰐
m

t=1

(t-1)+
(t-1)(t-2)

2 +
(t-1)(t-2)(t-3)

6
é

ë
êê

ù

û
úúut 。

此外,1)如果xi=1,那么由(15)式可知Φi=􀰐
m

t=1

(t-1)+
(t-1)(t-2)

2 +
(t-1)(t-2)(t-3)

6
é

ë
êê

ù

û
úúut;

2)如果xi=0,那么由(16)式可知Φi=0。

由此可知,非线性项 (Q-1)+
(Q-1)(Q-2)

2 +
(Q-1)(Q-2)(Q-3)

6
é

ë
êê

ù

û
úúxi 可由该线性系统转化为

Φi 。 证毕

直到目前为止,虽然乘积项和非线性项都已被转化,但是模型中依旧存在大量的变量。为了进一步减少计

算负担,引入下面的引理1。

引理1
[12] 给定一个正整数m,0<m<N,令gp,t 满足1+􀰐

h

p=1
2p-1gp,t=t,t=1,…,m,其中h=log2m ,令

向量u=(u1,u2,…,um)∈Rm
+
,二维向量λ=(λ1,λ2,…,λh),如果􀰐

m

t=1
ut=1,λp =􀰐

m

t=1
gp,tut,p=1,…,h,那么

ut ∈{0,1},t=1,…,m 。
根据引理1,可以只使用 log2m 个二维变量来减少模型中的变量个数。

定理3 对一个给定的整数m,0<m<N,令h= log2m ,gp,t 的值是二维的且满足1+􀰐
h

p=1
2p-1gp,t=

t,t=1,…,m。对一个正变量Φi,i=1,…,N,二维向量x= (x1,x2,…,xN)∈{0,1}
N 且有􀰐

N

i=1
xi≤m,λ=

(λ1,λ2,…,λh)∈{0,1}
h,非负向量u= (u1,u2,…,um)∈ [0,¥]m,有界向量y= (y1,2,…,y1,N,y2,3,…,

yN-1,N
)∈ [0,1]N

(N-1)/2,z= (z1,2,3,…,z1,2,N,z2,3,4,…,zN-2,N-1,N
)∈ [0,1]N

(N-1)(N-2)/6,w= (w1,2,3,4,…,

w1,2,3,N,w1,3,4,5,…,wN-3,N-2,N-1,N
)∈ [0,1]N

(N-1)(N-2)(N-3)/24 ,若满足下面的线性系统:

􀰐
N

j>1
yi,j +􀰐

N

j<i
yj,i+􀰐

N

j>i
􀰐
N

k>j
zi,j,k +􀰐

N

j<i
􀰐
N

k>i
zj,i,k +􀰐

N

j<k
􀰐
N

k<i
zj,k,i+􀰐

N

j>i
􀰐
N

k>j
􀰐
N

l>k
wi,j,k,l +􀰐

N

j<i
􀰐
N

k>i
􀰐
N

l>k
wj,i,k,l +
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􀰐
N

j>k
􀰐
N

k<i
􀰐
N

l>i
wj,k,i,l +􀰐

N

j<k
􀰐
N

k<l
􀰐
N

l<i
wj,k,l,i=Φi,i=1,…,N, (17)

λp =􀰐
m

t=1
gp,tut,p=1,…,h, (18)

􀰐
m

t=1
ut=1, (19)

􀰐
N

i=1
xi=􀰐

m

t=1
tut, (20)

􀰐
m

t=1

(t-1)+
(t-1)(t-2)

2 +
(t-1)(t-2)(t-3)

6
é

ë
êê

ù

û
úúut+M(xi-1)≤Φi ≤

􀰐
m

t=1

(t-1)+
(t-1)(t-2)

2 +
(t-1)(t-2)(t-3)

6
é

ë
êê

ù

û
úúut+M(1-xi),i=1,…,N, (21)

Φi ≤Mxi,i=1,…,N, (22)

则有xixj=yi,j
,xixjxk=zi,j,k

,xixjxkxl=wi,j,k,l
,且i,j,k,l=1,…,N,i<j<k<l。

证明 根据(18),(19)式及引理1,向量u 是二维变量。此外,由于定理2的条件存在,所以(19)~(22)式可

以将非线性项转化为Φi。又由于定理1,可得xixj=yi,j
,xixjxk=zi,j,k

,xixjxkxl=wi,j,k,l 对i,j,k,l=1,…,

N,i<j<k<l成立。 证毕

定理3表明,如果所选项目的个数限制为􀰐
N

i=1
xi ≤m,那么可以使用 log2m 个0-1变量,N(N -1)

2 +

N(N -1)(N -2)
6 +

N(N -1)(N -2)(N -3)
24

个有界变量,N 个非负变量以及4N+2+log2m 个线性等式

约束将乘积项xixj
,xixjxk 和xixjxkxl 转化为yi,j

,zi,j,k 和wi,j,k,l
。

根据定理3,可以将初始模型转化为一个线性混合0-1规划问题,由此得到模型4。

模型4  max 􀰐
N

i=1
rixi+􀰐

N-1

i=1
􀰐
N

j=i+1
ri,jyi,j +􀰐

N-2

i=1
􀰐
N-1

j=i+1
􀰐
N

k=j+1
ri,j,kzi,j,k +􀰐

N-3

i=1
􀰐
N-2

j=i+1
􀰐
N-1

k=j+1
􀰐
N

l=k+1
ri,j,k,lwi,j,k,l

s.t. (5),(17)~(22)式。

其中,M= (m-1)+
(m-1)(m-2)

2 +
(m-1)(m-2)(m-3)

6
,xi∈ 0,1{ },i=1,…,N,yi,j

,zi,j,k
,wi,j,k,l ≥0,

i,j,k,l=1,…,N,i<j<k<l。
表1归纳了重构模型2、转化模型3和模型4所需0-1变量、连续变量和线性约束的个数。

比较这3个不同模型,可知:

1)3个模型的0-1变量和连续变量的个数是同阶的。

2)为了确保yi,j=xixj
,zi,j,k=xixjxk 且wi,j,k,l=xixjxkxl ,重构模型2使用了大量的线性非紧不等式约

束((6)~(8)式),而转化模型使用了N 个线性等式约束。正如Kettani和Oral
[22]指出的,混合整数规划中的不

等式约束通常会影响计算效率,因为许多约束是无效的。

因此,在解决大规模PPSP问题时,可以推知转化模型的运行效率比重构模型高很多。在第3节将会通过具

体的数值实验来验证这一想法。

3算例分析

本节分为两个部分:1)第一部分给出了一个简易示例,用于展示新技术的转化过程;2)为了客观地比较解

决大规模问题时的计算效率,第二部分即通过具体的数值实验来验证。实验参数的基本信息和结果也体现在第

二部分。所有的算例均在配备了Intel(R)Core(TM)i7-4720hq@2.60GHz处理器,12GBRAM 和 Windows
10(64位)操作系统的计算机上运行,并通过GAMS的混合整数规划求解器BARON求解,所有算例的计算时间

均限定在10800s内。
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表1 不同模型的规模比较

Tab.1 Thesizecomparisonofdifferentmodels

模型 0-1变量个数 连续变量个数
线性等式

约数个数

线性不等式

约数个数

模型2 N

N(N-1)
2 +

N(N-1)(N-2)
6 +

N(N-1)(N-2)(N-3)
24

1
S+
3N(N-1)

2 +
2N(N-1)(N-2)

3 +

5N(N-1)(N-2)(N-3)
24

模型3 N

N(N-1)
2 +

N(N-1)(N-2)
6 +

N(N-1)(N-2)(N-3)
24

1+N S

模型4 N+ log2m

N(N-1)
2 +

N(N-1)(N-2)
6 +

N(N-1)(N-2)(N-3)
24 +m+N

N+2+
log2m

S+3N

3.1一个简易示例

为了较清楚地展示本文提出的技术,先考虑一个4阶的小例子。假设S=2,N=5,且只有项目1,2,3,4具

有相互关系作用,即当项目1,2,3,4被同时选择并执行时产生相互作用。由此,可得初始模型如下:

max 3x1+2x2+6x3+x4+6x5+2x1x2x3x4,

s.t. 30x1+25x2+50x3+15x4+10x5-30x1x2x3x4 ≤100,

20x1+30x2+60x3+20x4+8x5-20x1x2x3x4 ≤100,

x1+x2+x3+x4+x5 ≤4,

x1,x2,x3,x4,x5 ∈ {0,1}。

  利用本文的线性化技术,需要使用连续变量y,z和w。考虑到基数约束,可以得到模型3'􀰐
N

i=1
xi=4( ) 和模

型4'􀰐
N

i=1
xi ≤4( ) 具体如下。

模型3'
max 3x1+2x2+6x3+x4+6x5+2w1,2,3,4,

s.t. 30x1+25x2+50x3+15x4+10x5-30w1,2,3,4 ≤100,

20x1+30x2+60x3+20x4+8x5-20w1,2,3,4 ≤100,

x1+x2+x3+x4+x5=4,

y1,2+y1,3+y1,4+y1,5+z1,2,3+z1,2,4+z1,2,5+z1,3,4+z1,3,5+z1,4,5+w1,2,3,4+w1,2,3,5+w1,2,4,5+w1,3,4,5=7x1,

y2,3+y2,4+y2,5+y1,2+z2,3,4+z2,3,5+z2,4,5+z1,2,3+z1,2,4+z1,2,5+w2,3,4,5+w1,2,3,4+w1,2,3,5+w1,2,4,5=7x2,

y3,4+y3,5+y1,3+y2,3+z3,4,5+z1,3,4+z1,3,5+z2,3,4+z2,3,5+z1,2,3+w1,3,4,5+w2,3,4,5+w1,2,3,4+w1,2,3,5=7x3,

y4,5+y1,4+y2,4+y3,4+z1,4,5+z2,4,5+z3,4,5+z1,2,4+z1,3,4+z2,3,4+w1,2,4,5+w1,3,4,5+w2,3,4,5+w1,2,3,4=7x4,

y1,5+y2,5+y3,5+y4,5+z1,2,5+z1,3,5+z1,4,5+z2,3,5+z2,4,5+z3,4,5+w1,2,3,5+w1,2,4,5+w1,3,4,5+w2,3,4,5=7x5。

  在模型3'中,x,y,z和w 的个数分别是5,10,10和5;0-1变量、连续变量和线性约束的个数分别是5,25和

8(其中有6个等式约束和2个不等式约束)。
模型4' max 3x1+2x2+6x3+x4+6x5+2w1,2,3,4 ,

s.t. 30x1+25x2+50x3+15x4+10x5-30w1,2,3,4 ≤100,

20x1+30x2+60x3+20x4+8x5-20w1,2,3,4 ≤100,

y1,2+y1,3+y1,4+y1,5+z1,2,3+z1,2,4+z1,2,5+z1,3,4+z1,3,5+z1,4,5+w1,2,3,4+w1,2,3,5+w1,2,4,5+w1,3,4,5=Φ1,

y2,3+y2,4+y2,5+y1,2+z2,3,4+z2,3,5+z2,4,5+z1,2,3+z1,2,4+z1,2,5+w2,3,4,5+w1,2,3,4+w1,2,3,5+w1,2,4,5=Φ2,
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y3,4+y3,5+y1,3+y2,3+z3,4,5+z1,3,4+z1,3,5+z2,3,4+z2,3,5+z1,2,3+w1,3,4,5+w2,3,4,5+w1,2,3,4+w1,2,3,5=Φ3,

y4,5+y1,4+y2,4+y3,4+z1,4,5+z2,4,5+z3,4,5+z1,2,4+z1,3,4+z2,3,4+w1,2,4,5+w1,3,4,5+w2,3,4,5+w1,2,3,4=Φ4,

y1,5+y2,5+y3,5+y4,5+z1,2,5+z1,3,5+z1,4,5+z2,3,5+z2,4,5+z3,4,5+w1,2,3,5+w1,2,4,5+w1,3,4,5+w2,3,4,5=Φ5,

λ1=g1,1u1+g1,2u2+g1,3u3+g1,4u4,

λ2=g2,1u1+g2,2u2+g2,3u3+g2,4u4,

u1+u2+u3+u4+u5=1,

x1+x2+x3+x4+x5=u1+2u2+3u3+4u4,

u2+3u3+7u4+7(x1-1)≤Φ1 ≤u2+3u3+7u4+7(1-x1),

u2+3u3+7u4+7(x2-1)≤Φ2 ≤u2+3u3+7u4+7(1-x2),

u2+3u3+7u4+7(x3-1)≤Φ3 ≤u2+3u3+7u4+7(1-x3),

u2+3u3+7u4+7(x4-1)≤Φ4 ≤u2+3u3+7u4+7(1-x4),

u2+3u3+7u4+7(x5-1)≤Φ5 ≤u2+3u3+7u4+7(1-x5),

Φ1 ≤7x1,Φ2 ≤7x2,Φ3 ≤7x3,Φ4 ≤7x4,Φ5 ≤7x5。

  在模型4'中,x,y,z和w 的个数分别是5,10,10和5;u,λ和Φ 的个数分别是4,2和5;0-1变量、连续变量

和线性约束的个数分别是7,34和26(其中有9个等式约束和17个不等式约束)。

3.2大规模案例的数值实验结果

上一节小型案例是一个特殊情况,下面用不同规模的案例来验证技术的实用性。
首先,给出关于资源的相关数据:1)可用资源种类的总数S 设定为5;2)资源需求ds

i,j
,ds

i,j,k和ds
i,j,k,l的值

分别是在区间[10,50],[30,80],[50,100]及[80,150]上均匀分布的随机整数,且i,j,k,l=1,…,N,i<j<k<
l,s=1,…,5;3)每种资源总量bs 的值是在区间[0.2Rs,0.8Rs]上均匀分布的一个随机整数,s=1,…,5,其中Rs

等于资源需求的最大值与项目总数的乘积。
其次,收益参数数ri,j

,ri,j,k和ri,j,k,l是在区间[10,50],[-30,100],[-60,150]和[-100,200]上均匀分布

的随机整数,i,j,k,l=1,…,N,i<j<k<l,s=1,…,5。

  最后给出(N,m)的3种组合见表2。
考虑到有基数限制的模型,本文将数值实验分为两组。第一组为基数

约束为等式的情形,即有􀰐
N

i=1
xi=m,第二组为基数约束为不等式约束的情

形,即有􀰐
N

i=1
xi ≤m。两组数值实验的计算结果见表3。对于每一组不同

的(N,m),一共进行30次计算,由此,总共得到90组数值实验数据。表3
中的符号“—”说明对于该组数据,本文所使用的程序不能在规定时间内得

出结果。

表2 3种类型的实验案例

Tab.2 Threetypesoftestwith

different(N,m)

实验类型 测试次数 (N,m)

小型PPSP 30 (10,3)

中型PPSP 30 (15,5)

大型PPSP 30 (20,7)

  高效地求解PPSP模型是本文的主要目的。根据表3的数据,可以明显看出重构模型和转化模型之间的约

束数量和效率区别。
以表3中的大型PPSP为例,模型2和模型3包含的0-1变量、连续变量、线性等式约束以及线性不等式约

束的个数分别为(20,6175,1,29360),(20,6175,21,5)。可以看出,两个模型中0-1变量和连续变量的数目是

相同的;线性等式约束的数目虽然不同,但是差距并不是十分明显;而线性不等式约束的数目则差异巨大,模型2
的不等式约束个数是模型3的5872倍。而表3中模型2线性不等式约束的个数是模型4的451倍。基于上述

分析,可以推想转化模型3和4的求解效率比重构模型2更高。数值实验的结果也验证了这一点。
由表3可知,模型2和模型3在求解小型PPSP时差距并不明显。但是,当N 和m 的值增加时,求解时间的

差距变得十分显著。在求解中型PPSP时,不同模型所需的平均时间的差距已十分突出———模型2平均需要

80.194s才能得出结果,而模型3仅需3.039s就可以给出最优解。值得指出的是,在求解大型PPSP时,重构

模型2并不能在限定的时间内求出最优解,而模型3的求解时间是461.992s,远远小于限定的求解时间

10800s。
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表3 模型2和模型3、模型4的实验结果对比

Tab.3 Numericalresultsfordifferentmodels

案例类型 模型 0-1变量 连续变量 线性等式约束 线性不等式约束 平均CPU时间/s CPU时间标准差/s

小型PPSP

模型2 10 375 1 1670 0.651 0.126

模型3 10 375 11 5 0.259 0.061

模型4 12 388 14 35 0.423 0.193

中型PPSP

模型2 15 1925 1 8965 80.194 15.344

模型3 15 1925 16 6 3.039 0.484

模型4 18 1945 20 50 3.514 0.567

大型PPSP

模型2 20 6175 1 29360 — — 

模型3 20 6175 21 5 461.992 37.375

模型4 23 6202 25 65 332.125 38.859

  当基数约束为不等式时,不同模型都能很快求解出小型PPSP的最优解,这与表3的结果类似。模型2在求

解另外两个类型的PPSP时花费的时间都明显比转化模型多。其中在求解中型PPSP时,模型2花费的时间接

近模型4的25倍。同样的,模型2并不能在规定的时间内求解出大型PPSP的最优解,而模型4的求解时间是

332.125s,也远远小于限定的求解时间10800s。
由表3可以得到如下结论:

1)对于所有能够求解的算例,模型2和模型3、模型4均可以得到相同的最优解;

2)相比于模型2,模型3、模型4使用了更少的线性不等式约束,从而加快了求解效率;

3)不同模型所需求解时间有较大差异。即使是(N,m)的少量增加,模型2求解所花费的时间也要比模型

3、模型4多得多,甚至不能在规定时间内给出结果。

4结论

本文提出了一种新型线性化技术用于求解项目组合选择问题(Projectportfolioselectionproblem,PPSP)。

Glover的技术是较为实用和有效的方法,但是变量和约束都太多。比较Glover的重构模型和本文的转化模型,
可以看出,模型2算法的复杂度为O(N4),而转化模型的复杂度仅为O(N)。本文的数值计算结果同样表明,转
化模型(模型3和4)运算速度远快于重构模型(2),特别是在求解大型PPSP问题时表现的更为明显。此外,转
化模型还可以更为有效地处理更高阶的项目组合选择问题。
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OperationsResearchandCybernetics

EfficientLinearizationTechnologyforProjectPortfolioSelectionProblemwithInterdependency

LIXingmei1,ZHANGYouzhong1,LÜZhijian2

(1.SchoolofEconomiesandManagement,NorthChinaElectricPowerUniversity,Beijing102206;

2.BeijingInstituteofScienceandTechnologyInformation,Beijing100044,China)

Abstract:[Purposes]Higher-orderprojectportfolioselectionproblem withinterdependencyisoftenformulatedasaninteger

polynomialprogrammingproblem.Byutilizingtheconventionalmethod,weneedtouseahugenumberofinequalityconstraints.
However,ahugenumberofnon-tightinequalityconstraintsmaycauseaheavycomputationalburden.Thisstudyproposedan
efficientmethodtosolvethisproblem.[Methods]Higher-orderprojectportfolioselectionmodelisconvertedintoamixedzero-one

programmingproblem,andanovellinearizationmethodisproposedtousetightequalityconstraintsinsteadofahugenumberof
non-tightinequalityconstraints.Thenthebranch-and-boundschemetoobtainanoptimalsolutionisadopted.[Findings]By
conductinglotsofnumericalexperiments,itdisplayeddifferentcomputationalefficiencyofdifferentmodels.[Conclusions]The
resultsshowthatthenewlinearizationmethodcanfurtherimprovethecomputationalefficiencyofhigher-orderprojectportfolio
selectionproblem.
Keywords:higher-orderprojectportfolioselection;interdependency;mixed0-1programmingproblem
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