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摘要:【目的】研究拓扑向量空间中向量极值问题的广义鞍点最优性条件及Lagrange对偶问题。【方法】引入拓扑向量空

间中广义次似凸映射和择一定理,并以广义鞍点理论为分析基础。【结果】在刻画广义鞍点性质的基础上构建了拓扑空间

中广义鞍点与向量极值问题弱Pareto最优解之间的关系及其对偶定理。【结论】理论分析结果表明向量极值问题的广义

鞍点是弱Pareto最优解的必要不充分条件,给出了目标函数在其约束映射满足广义Slater约束规格条件下的Lagrange
强、弱对偶定理。
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向量极值问题是通常的向量数值问题或者单目标优化问题的推广,在工程设计、经济管理、交通运输、环境

治理等领域均有大量应用。鞍点、Lagrange函数及其对偶问题始终是优化理论研究领域内能引起学界广泛关注

的核心问题,它不仅在讨论优化问题的最优性条件、设计算法等方面有着重要的作用,而且与凸分析、非线性分

析及单调算子理论等诸多方面都有着十分密切的联系。当前,许多学者在有限维线性空间的框架内对多目标优

化及其相关的对偶问题进行了一系列的研究
[1-5],其中一个基本问题是如何刻画原问题的对偶问题,并建立相互

之间解的关系,通常是通过对偶问题解的特征而得到原问题解的特征。本文在拓扑向量空间的框架内提出了向

量极值问题的广义鞍点最优性条件及Lagrange对偶定理,首先建立拓扑向量空间中广义次似凸映射和择一定

理;其次,定义了一类新的广义鞍点,并探讨了广义鞍点的相关性质,在此基础上构建了拓扑空间中广义鞍点与

向量极值问题弱Pareto最优解之间的关系;最后给出目标函数在其约束映射满足广义Slater约束规格条件下的

Lagrange对偶定理。

1拓扑向量空间中广义次似凸映射和择一定理

设X 是线性空间,Y,Z 是实线性拓扑向量空间(简称为线性拓扑空间),Y+⊂Y,Z+⊂Z 是Y,Z 含有原点

0Y,0Z 的点闭凸锥,且Y+,Z+的拓扑内部非空。设M⊂Y 为非空集合,集合cl(M),co(M),cone(M)分别表示

M 的闭包,M 的凸包和M 的生成锥。cone(M)={y∈Y:y=λx,λ≥0,x∈M}。
设V 是一个序线性拓扑空间,用V*表示V 的对偶空间,即V*是V 到R 的线性连续泛函的全体。Q+⊂V

为一拓扑内部非空的正锥,intQ+≠∅,在Q 中建立序关系:q≥q'⇔q-q'∈Q+,q≤q'⇔q'≥q;q>q'⇔q-q'∈

intQ+,q<q'⇔q'>q。集合Q*
+={q

*∈V*:<q,q*>≥0,∀q∈Q+}为Q+的对偶锥,其中<q,q*>表示线性连续

泛函q*在点q的值。
定义1 称映射F:D→Y 在D 上是广义次似凸的,如果∃u∈intY+,∀x,x'∈D,∀λ∈[0,1],∀ε>0,

∃z∈D,∃r>0,使εu+λF(x)+(1-λ)F(y)-rF(z)∈Y+。
引理1 如果Y 是一凸锥,则:i)intY 是一凸锥;ii)clY+intY⊂intY。
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引理2 Y++intY+⊂intY+。

引理3 令Q*
+是Q+的对偶锥:1)如果q*∈Q*

+\{0},q∈intQ+,<q,q
*>>0;2)如果q*∈intQ*

+,q∈Q+\{0},

<q,q*>>0。
定理1 如果映射F 在D 上是广义次似凸的,则集合M=coneF(D)+intY+是凸的。
证明 设m1,m2∈M,λ∈[0,1],则∃a≥0,b≥0;∃x1,x2∈D;∃y1,y2∈intY+使得:

m1=aF(x1)+y1,m2=bF(x2)+y2。
于是λm1+(1-λ)m2=λaF(x1)+(1-λ)bF(x2)+λy1+(1-λ)y2。

令y0=λy1+(1-λ)y2,由intY+是凸锥,从而y0∈intY+,则:

λm1+(1-λ)m2=λaF(x1)+(1-λ)bF(x2)+y0。

  若λa+(1-λ)b=0,则有λa=(1-λ)b=0,从而λm1+(1-λ)m2=y0∈intY+。

若λa+(1-λ)b≠0,令λa+(1-λ)b=k,λ'=
λa
k
,则有:

λm1+(1-λ)m2=k(λ'F(x1)+(1-λ')F(x2))+y0。 (1)

  由F 在D 上是广义次似凸的,由定义可得,∃u∈intY+,∀x,x'∈D,∀λ∈[0,1],∀ε>0,∃z∈D,∃r>0,使:
εu+λF(x)+(1-λ)F(y)-rF(z)∈Y+

。 (2)

  由于y0∈intY+,则对(2)式中的u,存在实数ε0>0使y0+kεu∈intY+,∀|ε|<ε0。
特别地,有:

y0-kε0u∈intY+
。 (3)

  于是,对(1),(3)式中的x1,x2,λ',ε0,∃x3∈D,r'>0,y'∈Y+,有ε0u+λ'F(x1)+(1-λ')F(x2)-r'F(x3)=
y'。即:

λ'F(x1)+(1-λ')F(x2)=y'+r'F(x3)-ε0u。 (4)

  由(1)式和(4)式可得λm1+(1-λ)m2=kr'F(x3)+ky'-kε0u+y0。
又由Y+是凸锥,则ky'∈Y+。从而由引理2和(3)式知:ky'-kε0u+y0∈intY+。故λm1+(1-λ)m2∈

coneF(D)+intY+,因此M 是凸集。 证毕

定理2(择一定理) 设D 是任一非空集合,Y 是序线性拓扑空间,具有内部非空的正锥Y+,若F:D→Y 是

广义次似凸的,则以下结论必有一个成立,但不能同时成立:

1)∃x0∈D,s.t.-F(x0)∈intY+;

2)∃y*∈Y*
+\{0},使<F(x),y

*>≥0,∀x∈D。

证明 若结论1),2)同时成立。由结论2)可知,y*∈Y*
+\{0}。由引理3及结论1)得<F(x0),y

*><0,此
与结论2)矛盾,故结论1),2)不能同时成立。

假定结论1)不成立,即不存在x0∈D,s.t.-F(x0)∈intY+。由凸锥的性质,从而∀α>0,也不存在x0∈D,
s.t.-αF(x0)∈intY+,即-coneF(D)∩intY+=∅。于是,由引理2得-(coneF(D)+intY+)∩Y+=∅。

令M=-(coneF(D)+intY+),M'=M,则M∩Y+=∅,M'=coneF(D)+intY+。
由定理1及已知得,M'是凸集,从而M 是凸集。又Y+是凸集,intY+≠∅,并注意上面的式子,利用拓扑空

间中的凸集分离定理,存在y*∈Y*\{0},使得<y,y*>≤0≤<y',y*>,∀y∈M,y'∈Y+。

因此,y*∈Y*
+。且∀x∈D,t∈intY+,有<-F(x)-t,y

*>≤0,即<F(x)+t,y*>≥0,∀x∈D,t∈intY+,

取t0∈intY+,λn>0且λn→0,则<F(x)+λnt0,y
*>≥0,∀x∈D,n∈N。令n→¥,于是得到<F(x),y*>≥0,

∀x∈D。 证毕

2拓扑向量空间中的广义鞍点

考虑向量最优化问题(TP):
minf(x)

s.t.-g(x)∈Z+
{ ,f:X→Y,g:X→Z,X 是实线性空间,Y,Z 是实线性拓扑空

间,Y+⊂Y,Z+⊂Z 是Y,Z 含有原点0Y,0Z 的点闭凸锥。(TP)的约束集合A={x∈X:-g(x)∈Z+}。

定义2 设y*
0∈Y

*
+,(x0,z

*
0)∈X×Z*

+,称为(TP)关于y*
0的鞍点,如果对任意x∈X,z*∈Z*

+,有:

11第2期           谢小凤,等:拓扑向量空间中向量极值问题的广义鞍点及对偶定理



<y*
0,f(x0)>+<z

*,g(x0)>≤ <y
*
0,f(x0)>+<z

*
0,g(x0)>≤ <y

*
0,f(x)>+<z

*
0,g(x)>。 (5)

  注 当(y*
0,z

*
0)∈Y

*
+×Z*

+\{0,0},则上述定义正好是向量优化问题的F-J鞍点,若y*
0≠0,则称为 K-T

鞍点。

定义3 设x∈X,W 是线性拓扑空间,t∈R,φ:X→W 为一映射,若极限φ'x(x)=limt→0

φ(x+tx)-φ(x)
t

存

在,称此φ 在x 是Gateaux可微的。由Gateaux可微的定义易知对任意实数α,φ'x(αx)=αφ'x(x)。

定理3 1)设x0∈A,若(y*
0,z

*
0)∈Y

*
+×Z

*
+,使得:

<y*
0,f(x)-f(x0)>+<z

*
0,g(x)>≥0,∀x∈X。 (6)

则(x0,z
*
0)为(TP)关于y*

0的鞍点。

2)若y*
0∈Y

*
+,(x0,z

*
0)∈X×Z*

+,称为(TP)关于y*
0 的鞍点,则(6)式成立,且有<z*

0,g(x0)>=0,及
x0∈A。

证明 1)在(6)式中令x=x0,可得到<z*
0,g(x)>≥0。又由已知有x0∈A,z*

0∈Z
*
+,有<z

*
0,g(x0)>≤0,

因此:
<z*
0,g(x0)>=0。 (7)

由(6)式和(7)式可得<y*
0,f(x0)>+<z

*
0,g(x0)>≤<y

*
0,f(x)>+<z

*
0,g(x)>。

再由(7)式及对任意的z*
0∈Z

*
+,有<z

*,g(x)>≤0。由此可得:

<y*
0,f(x0)>+<z

*,g(x0)>≤ <y
*
0,f(x0)>+<z

*
0,g(x0)>,

则(x0,z
*
0)为(TP)关于y*

0的鞍点。

2)设x0∈X 满足(5)式,即:

<y*
0,f(x0)>+<z

*,g(x0)>≤ <y
*
0,f(x0)>+<z

*
0,g(x0)>≤ <y

*
0,f(x)>+<z

*
0,g(x)>。 (8)

在第一个不等式中令z*=0,得<z*
0,g(x0)>≥0。再由第二个不等式得:

<z*
0,g(x0)>≤ <y

*
0,f(x)-f(x0)>+<z

*
0,g(x)>。

  由上面两个不等式得,<y*
0,f(x)-f(x0)>+<z

*
0,g(x)>≥0。用前面结论1)的证明方法可推出<z*

0,

g(x0)>=0。

要证明x0∈A,只需要证明-g(x0)∈Z+即可。事实上,对任意的z*∈Z*
+和α>0,由(8)式的第一个不等

式可得<αz*,g(x0)>≤<z
*
0,g(x0)>=0。

因为上式对任意的α>0都成立,所以必有<z*,g(x0)>≤0。因为Z+是闭锥,故有-g(x0)∈Z+。 证毕

定理4 若y*
0∈Y

*
+,(x0,z

*
0)∈X×Z*

+,称为(TP)关于y*
0的鞍点,并且f 和g 在x0∈X 处是Gateaux可

微的,则有<y*
0,f'x0(x)>+<z

*
0,g'x0(x)>=0,∀x∈X。

证明 由于(x0,z
*
0)是(TP)关于y*

0的鞍点,由定理3可得(6)式成立,且有<z*
0,g(x0)>=0及x0∈A。因

此<y*
0,f(x)-f(x0)>+<z

*
0,g(x)-g(x0)>≥0,∀x∈X。

由x 的任意性,因此对任意的x∈X 和t>0,有:
<y*

0,f(x0+tx)-f(x0)>+<z
*
0,g(x0+tx)-g(x0)>≥0。

两边同除以t有:<y*
0,f(x0+tx)-f(x0)/t>+<z

*
0,g(x0+tx)-g(x0)/t>≥0。令t→0,得:

<y*
0,f'x0(x)>+<z

*
0,g'x0(x)>≥0,∀x∈X。

上式中取-x。得<y*
0,f'x0(x)>+<z

*
0,g'x0(x)>≤0,∀x∈X。因此<y*

0,f'x0(x)>+<z
*
0,g'x0(x)>=0,∀x∈X。

证毕

定理5 设x0∈A,1)若y*
0∈intY

*
+,z

*
0∈Z

*
+,使得(x0,z

*
0)为(TP)关于y*

0的鞍点,则有:

cl(cone[(f(x0),0)-W -Y+×Z+
])∩ (Y+×{0})=(0,0)。 (9)

  2)若y*
0∈Y

*
+\{0},z

*
0∈Z

*
+,使得(x0,z

*
0)为(TP)关于y*

0的鞍点,则有:

cone[(f(x0),0)-W -Y+×Z+
]∩ (intY+×{0})=∅。 (10)

  证明 1)假设存在y*
0∈intY

*
+,z

*
0∈Z

*
+,使得(x0,z

*
0)为(TP)关于y*

0的鞍点,根据鞍点的定义有(5)式成
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立,又由定理3有<z*
0,g(x0)>=0。

若(9)式不成立,则应有y∈Y+,y≠0,且(y,0)∈cl(cone[(f(x0),0)-W-Y+×Z+])∩(Y+×{0})。

由(5)式的第二个不等式,并注意y*
0∈intY

*
+,y≠0,有:<y

*
0,y>+<z

*
0,o>=<y

*
0,y>>0。

由于泛函y*
0,z

*
0 的 连 续 性,必 存 在(y',z')∈cone[(f(x0),0)-W -Y+ ×Z+],使 得:<y*

0,y'>+
<z*0,z'>>0。此即是存在α>0,x1∈X 及(m1,n1)∈Y+×Z+使得:

<y*
0,α(f(x0)-f(x1)-m1)>+<z

*
0,α(-g(x1)-n1>>0。

  由于<y*
0,-m1>≤0,<z

*
0,-n1>≤0,所以α <y*

0,f(x0)-f(x1)>+<z
*
0,-g(x1)>( )>0。也即有

<y*
0,f(x0)>><y

*
0,f(x1)>+<z

*
0,g(x1)>。

  由<z*
0,g(x0)>=0,故有<y*

0,f(x0)>+<z
*
0,g(x0)>><y

*
0,f(x1)>+<z

*
0,g(x1)>。这与(5)式矛盾。故

cl(cone[(f(x0),0)-W-Y+×Z+])∩(Y+×{0})=(0,0)。

2)若y*
0∈Y

*
+\{0},z

*
0∈Z

*
+,使得(x0,z

*
0)为(TP)关于y*

0的鞍点,假设(10)式不成立,则必有y∈intY+,

使(y,0)∈cone[(f(x0),0)-W-Y+×Z+]∩(intY+×{0})。从而<y*
0,y>+<z

*
0,o>=<y

*
0,y>>0。

用结论1)的证明方法可得到上式与(5)式矛盾。 证毕

定理6 设x0∈A,1)若y*
0∈intY

*
+,z

*
0∈Z

*
+,使得(x0,z

*
0)为(TP)关于y*

0的鞍点,则有:

cl(co[(f(x0),0)-W -Y+×Z+
])∩ (Y+×{0})=(0,0)。 (11)

  2)若y*
0∈Y

*
+\{0},z

*
0∈Z

*
+,使得(x0,z

*
0)为(TP)关于y*

0的鞍点,则有:

co[(f(x0),0)-W -Y+×Z+
]∩ (intY+×{0})=∅。 (12)

  证明 结论1),2)的证明方法与定理5类似。假设存在y*
0∈intY

*
+,z

*
0∈Z

*
+,使得(x0,z

*
0)为(TP)关于y*

0

的鞍点,根据鞍点的定义有(5)式成立,又由定理3有<z*
0,g(x0)>=0。

若(11)式不成立,则应有y∈Y+,y≠0,且(y,0)∈cl(co[(f(x0),0)-W-Y+×Z+])∩(Y+×{0})。此时

就有<y*
0,y>+<z

*
0,o>=<y

*
0,y>>0。

由泛函y*
0,z

*
0的连续性,必存在(y',z')∈co[(f(x0),0)-W-Y+×Z+],使得<y*

0,y'>+<z
*
0,z'>>0。

即存在α,β>0,x1,x2∈X 及(m1,n1),(m2,n2)∈Y+×Z+使得:

<y*
0,α(f(x0)-f(x1)-m1)>+<z

*
0,α(-g(x1)-n1>+

<y*
0,β(f(x0)-f(x2)-m2)>+<z

*
0,β(-g(x2)-n2>>0。

  由于<y*
0,-m1-m2>≤0,<z

*
0,-n1-n2>≤0,所以:

α(<y*
0,f(x0)-f(x1)>+<z

*
0,-g(x1)>)+β(<y

*
0,f(x0)-f(x2)>+<z

*
0,-g(x2)>)>0。

  上式必有一项大于零。不妨设α(<y*
0,f(x0)-f(x1)>+<z

*
0,-g(x1)>)>0,所以有

<y*
0,f(x0)>> <y

*
0,f(x1)>+<z

*
0,g(x1)>。

由<z*
0,g(x0)>=0,故有<y*

0,f(x0)>+<z
*
0,g(x0)>><y

*
0,f(x1)>+<z

*
0,g(x1)>,这与(5)式矛盾。故:

cl(co[(f(x0),0)-W-Y+×Z+])∩(Y+×{0})=(0,0)。 证毕

3广义鞍点与有效解的关系

定义4 称(TP)满足Slater条件,若存在x0∈K,使g(x0)<0。

定理7 假设:i)x0∈A 是(TP)的弱Pareto最优解;ii)(f-f(x0),g)在X 上是广义次似凸的。则存在

(y*
0,z

*
0)∈Y

*
+×Z

*
+\{0,0},(x0,z

*
0)∈X×Z*

+,称为(TP)关于y*
0的F-J鞍点。

证明 由条件i)知,不存在x∈A,s.t.f(x)-f(x0)<0。从而不存在x∈X,使f(x)-f(x0)<0,g(x)<0。

于是,由条件ii)及定理2知(y*
0,z

*
0)∈Y

*
+×Z*

+\{0,0},使得<f(x)-f(x0),y
*
0>+<g(x),z

*
0>≥0,

∀x∈X。
由定理3及(y*

0,z
*
0)≠(0,0),易得(x0,z

*
0)∈X×Z*

+称为(TP)关于y*
0的F-J鞍点。 证毕

推论1 假设:i)x0∈A 是(TP)的弱Pareto最优解;ii)(f-f(x0),g)在X 上是广义次似凸的;iii)(TP)

满足Slater条件。则存在(y*
0,z

*
0)∈Y

*
+×Z

*
+\{0,0},(x0,z

*
0)∈X×Z*

+称为(TP)关于y*
0的K-T鞍点。
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证明 由定理7可得(x0,z
*
0)∈X×Z*

+称为(TP)关于y*
0的F-J鞍点。现只需要证明y*

0≠0即可。假设

y*
0=0,则由则由Fritz-John鞍点的定义,∀x∈X,∀z*∈Z*

+,有:

<z*,g(x0)>≤ <z
*
0,g(x0)>≤ <z

*
0,g(x)>,z

*
0 ≠0。

  取z*≠0代入上式,有:
<z*
0,g(x)>≥0,∀x∈X。 (13)

  由条件iii)知,∃x0∈D,使g(x0)<0。从而有<z*
0,g(x0)><0。与(13)式矛盾,故y*

0≠0。则(x0,z
*
0)∈

X×Z*
+称为(TP)关于y*

0的K-T鞍点。 证毕

4强弱对偶定理

设n∈intY*
+,定义如下的向量Lagrange映射:L(x,z*)=f(x)+<g(x),z*>n,其中(x,z*)∈X×Z*

+。

定义5 称x0 为极值问题min
x∈X

L(x,z*)的弱Pareto最优解,若不存在x∈X,使L(x,z*)-L(x0,z
*)∈

-intY+。

用W(z*)表示极值问题
minL(x,z*)

s.t.x∈X{ 的弱Pareto最优解集。设 H(z*)={L(x,z*):x∈W(z*)},则

(TP)相应的Lagrange对偶问题为(DTP)
maxH(z*)

s.t.z*∈Z*
+

{ 。

定义6 称m0∈ ∪
z*∈Z*+

H(z*)为(DTP)的弱Pareto最优解集,如果不存在m∈ ∪
z*∈Z*+

H(z*),s.t.m-m0∈intY+。

定理8(弱对偶定理) 对任意的x∈A,m∈ ∪
z*∈Z*+

H(z*)有m-f(x)∉intY+。

证明 由于m∈ ∪
z*∈Z*+

H(z*),则存在z*0∈Z
*
+,使得m∈H(z*0)。于是,由 H(z*0)的定义知,不存在x∈X,

使得:

m-L(x,z*
0)∈intY+

。 (14)

  显然对任意的x∈A,有-g(x)∈Z+,从而由z*
0∈Z

*
+,n∈intY

*
+,得:

<g(x),z*
0>n≤0,∀x∈A。 (15)

假设∃x'∈A,使得m>f(x'),结合(14)式可得m>f(x')+<g(x),z*
0>n。则∃x'∈A,使得m-L(x,z*

0)∈
intY+,与(13)式矛盾。故对任意的x∈A,m-f(x)∉intY+。 证毕

定理9(强对偶定理) 假设:i)x0∈A 是(TP)的弱Pareto最优解;ii)(f-f(x0),g)在X 上是广义次似凸

的;iii)(TP)满足广义Slater条件。则f(x0)是(DTP)的弱Pareto最优解。

证明 由题设条件和定理3及推论1的证明知:存在(y*
0,z

*
0)∈Y

*
+×Z

*
+\{0,0},y

*
0≠0,使:

<y*
0,f(x)-f(x0)>+<z

*
0,g(x)>≥0,∀x∈X, (16)

<z*
0,g(x0)>=0。 (17)

现证f(x0)是优化问题(P1):
minf(x)+<g(x),z*

0>n

s.t.x∈X{ 的弱Pareto最优解。假设f(x0)不是(P1)的弱Pareto

最优解,则x'∈X,使:

f(x0)-f(x')+<g(x'),z*
0>n∈intY+

。 (18)

  不失一般性,可以假定<n,y*
0>=1,否则,若<n,y*

0>=k≠1,由于n∈intY*
+,y

*
0≠0,则必有k>0,在(16)和

(17)式中取(y*
0,z

*
0)为

1
ky*

0,
1
kz*

0
æ

è
ç

ö

ø
÷,结论同样成立。于是,由(18)式,y*

0≠0及引理3得:

<f(x')-f(x0),y
*
0>+<g(x'),z

*
0><0,

与(16)式矛盾,故f(x0)是(P1)的弱Pareto最优解。

下证f(x0)是(DTP)的弱Pareto最优解。若f(x0)不是(DTP)的弱Pareto最优解,则∃m'∈ ∪
z*∈Z*+

H(z*),s.t.

m'-f(x0)∈intY+。于是,存在z*
1 ∈Z

*
+,使得m'∈H(z*

1 )。
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由于x0∈A,即g(x0)≤0,而n∈intY*
+,则有<g(x0),z

*
1 >n≤0。

所以由m'>f(x0),有f(x0)+<g(x0),z
*
1 >n≤m'。与m'∈H(z*

1 )矛盾。因此,f(x0)是(DTP)的弱

Pareto最优解。 证毕
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OperationsResearchandCybernetics

GeneralizedSaddlePointandDualityTheoremof
VectorExtremumProblemsinTopologicalVectorSpace

XIEXiaofeng1,3,LIZemin3,ZHOUZongfang1

(1.SchoolofManagementandEconomics,UniversityofElectronicScienceandTechnologyofChina,Chengdu611731;

2.GenenalEducationDepartment,ChengduNesusoftUniversity,Chengdu611844;

3.SchoolofMathematicalStatistics,ChongqingUniversity,Chongqing400044,China)

Abstract:[Purposes]Thetopologicalvectorspaceisstudiedwithvectorextremumproblemsofgeneralizedsaddlepointinthe
optimalityconditionsandlagrangedualproblem.[Methods]Thetopologicalvectorspaceisproposedinthegeneralizedconvex
mappingandthetheoremischosen,andthepropertiesofgeneralizedsaddlepointsaredescribed.[Findings]Therelationshipisbuilt
betweenthetopologicalspaceofgeneralizedsaddlepointsandtheweakParetooptimalsolutionofvectorextremumproblemsandthe
Lagrangedualitytheorems.[Conclusions]Thetheoreticalanalysisresultsshowthatthegeneralizedsaddlepointofvectorextremum

problemisanecessaryandinsufficientconditionfortheweakParetooptimalsolution,andtheLagrangestrongandweakduality
theoremoftheobjectivefunctionaregivenundertheconditionsofgeneralizedSlaterconstraints..
Keywords:topologicalvectorspace;theweakParetooptimalsolution;generalizedsaddlepoint;theconditionsofgeneralizedSlater
constraints;lagrangedualitytheorems
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