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偏序度量空间上ρ或σ-拟收缩的两个映射的公共不动点
*
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摘要:【目的】在偏序的度量空间上讨论两个映射的公共不动点的存在问题。【方法】研究在具有偏序的实度量空间上满足

由两个实函数ρ和σ决定的拟收缩条件的两个映射的性质。【结果】得到了这两个映射在连续或非连续条件下具有唯一

公共不动点的存在定理,同时给出了不动点存在定理。【结论】所得结果推广和改进了已有文献中的相应结论。
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Banach收缩原理是非线性分析中的一个强有力的工具。不少作者通过减弱和推广Banach收缩映射得到了

不动点和公共不动点定理
[1-11],从而推广和改进了Banach不动点定理。而且有些作者通过利用特殊实函数讨论

并得到偏序的实度量空间上满足收缩条件的自映射的不动点存在问题,其中的典型定理有:
定理1

[12] 设(X,)是偏序集且(X,d)是度量空间。如果f:X→X 是连续的非递减的映射使得对任何

x,y∈X 且y x,d(fx,fy)≤d(x,y)-ψ(d(x,y)),其中ψ:[0,¥)→[0,¥)是连续的非递减函数且使得ψ 在

(0,¥)是正的,ψ(0)=0,lim
t→¥

ψ(t)=¥。如果存在x0∈X 使得x0 fx0,则f 有一个不动点。

定理2
[13] 设(X,)是偏序集且(X,d)是度量空间。如果f:X→X 是连续的非递减的映射使得对任何

x,y∈X 且y x,ψ(d(fx,fy))≤ψ(d(x,y))-ψ1(d(x,y)),其中ψ,ψ1:[0,¥)→[0,¥)都是连续的非递减

的,ψ(t)=0⇔t=0及ψ1(t)=0⇔t=0。如果存在x0∈X 使得x0 fx0,则f 有一个不动点。

定理3
[14] 设(X,)是偏序集且(X,d)是度量空间。如果f:X→X 是连续的非递减的映射使得对任何

x,y∈X 且y x,ψ(d(fx,fy))≤ψ1(d(x,y)),其中ψ:[0,¥)→[0,¥)是连续的非递减的且ψ(t)=0⇔t=0,
而ψ1:[0,¥)→[0,¥)是连续的且满足ψ(t)>ψ1(t),∀t>0。如果存在x0∈X 使得x0 fx0,则f 有一个不

动点。
上述3个结果都是满足由特殊实连续函数决定的收缩条件的映射的不动点存在定理。
本文则利用两个非连续的实函数,考虑满足两种拟收缩条件而不是收缩条件的两个映射,讨论两个映射在

连续及非连续的条件下存在唯一公共不动点的存在性问题,并给出若干不动点存在定理。
设(X,)是一个偏序集。下面实例说明存在X 的自映射f满足对任何x∈X 存在y∈X 满足x=fy且x y。
例1 设X=R是具有通常偏序关系≤的实数集合。定义函数f:X→X 为:

f(x)=

x
2
,如果x≤1,

1-
x
2
,如果1<x≤2,

3x-6,如果2<x≤3,

x
3+2,如果x>3。

ì

î

í

ï
ï
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  考虑两个实函数ρ和σ。ρ:[0,¥)→[0,¥)为非递减的且满足 (ρ1):ρ(0)=0;(ρ2):0<ρ(t)<t,∀t>0;

(ρ3):􀰐
¥

n=1
ρ

n(t)< ¥,∀t>0。
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称σ:[0,¥)→[0,¥)为比较函数,如果σ满足:(σ1):σ是非递减的;(σ2):limn→¥
σn(t)=0,∀t>0。

注1 根据文献[15],如果σ是比较函数,则对任何t>0,0<ρ(t)<t。

1公共不动点定理

定理4 设(X,,d)是偏序的完备的度量空间,f,g:X→X 是两个映射使得f 或g 是连续的。若

i)对任何可比较的x,y∈X,

d(x,y)≤ρ maxd(fx,gy),d(x,fx),d(y,gy),
d(x,gy)+d(y,fx)

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

  ii)对任何x∈X 存在y1,y2∈X 满足x=fy1,x=gy2 且x 分别与y1 及y2 可比较的。
则f 和g 有一个公共不动点。进一步,如果Fix(f)∩Fix(g)中任何两个元素是可比较的,则f 和g 有唯一公共

不动点。
证明 任取x0∈X,根据ii)构造一个X 中的序列{xn}满足如下条件:x2n=fx2n+1,x2n+1=gx2n+2且满足

xn 与xn+1是可比较的,∀n=0,1,2,…。
则对任何n=0,1,2,…,根据i)得到

d(x2n+1
,x2n+2

)≤ρ maxd(fx2n+1
,gx2n+2

),d(x2n+1
,fx2n+1

),d(x2n+2
,gx2n+2

),
d(x2n+1

,gx2n+2
)+d(x2n+2

,fx2n+1
)
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ρ maxd(x2n,x2n+1
),d(x2n+1

,x2n+2
),
d(x2n,x2n+2

)
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ρ maxd(x2n,x2n+1
),d(x2n+1

,x2n+2
),
d(x2n,x2n+1

)+d(x2n+1
,x2n+2

)
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  如果存在某一非负整数n 使得d(x2n,x2n+1)<d(x2n+1,x2n+2),则d(x2n+1,x2n+2)>0,于是根据(ρ2)得
d(x2n+1,x2n+2)≤ρ(d(x2n+1,x2n+2))<d(x2n+1,x2n+2),矛盾。于是对任何n=0,1,2,…,d(x2n+1,x2n+2)≤
d(x2n,x2n+1),从而得到

d(x2n+1
,x2n+2

)≤ρ(d(x2n,x2n+1
)),n=0,1,2,…。 (1)

  类似地,在上面推理过程中把x2n+1换成x2n+3,则得到

d(x2n+2
,x2n+3

)≤ρ(d(x2n+1
,x2n+2

)),n=0,1,2,…。 (2)
结合(1)式和(2)式得到

d(xn,xn+1
)≤ρ(d(xn-1

,xn)),n=1,2,…, (3)
根据归纳得到

d(xn,xn+1
)≤ρ

n(d(x0,x1)),n=1,2,…, (4)

于是对任何自然数n,k,有d(xn,xn+k
)≤ 􀰐

n+k-1

i=k
d(xi,xi+1

)≤ 􀰐
n+k-1

i=k
ρ

i(d(x0,x1))。 因此根据(ρ3)知{xn}是柯西

序列。由X 的完备性可知存在u∈X 使得{xn}收敛于u∈X。
假设f 是连续的。令n→¥,则由x2n=fx2n+1得到u=fu。根据ii),相对于u∈X 存在y'∈X 使得u=gy'

且u 与y'是可比较的。根据i)得到

d(u,y')≤ρ maxd(fu,gy'),d(u,fu),d(y',gy'),
d(u,gy')+d(y',fu)

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷=ρ(d(u,y')),

于是根据(ρ1)和(ρ2)知d(u,y')=0,即u=y'。因此fu=u=gy'=gu,这说明u是f,g 的公共不动点。

如果u*也是f,g 一个公共不动点,则

d(u,u*)≤ρ maxd(fu,gu*),d(u,fu),d(u*,gu*),
d(u,gu*)+d(u*,fu)

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷=ρ(d(u,u

*)),

再次根据(ρ1)和(ρ2)知d(u,u*)=0,即u=u*。于是u 是f,g 的唯一公共不动点。
类似地证明当g 连续时具有相同的结果。在此省略。 证毕

如果f=g,则得到如下比定理4条件更弱的不动点定理。
定理5 设(X,,d)是偏序的完备的度量空间,f:X→X 是连续映射。如果:
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i)对任何x,y∈X,x y,d(x,y)≤ρ maxd(fx,fy),d(x,fx),d(y,fy),
d(x,fy)+d(y,fx)

2{ }æ
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ø
÷;

ii)对任何x∈X 存在y∈X 满足x=fy 且x y。
则f 有一个不动点。进一步,如果Fix(f)中任何两个元素是可比较的,则f 有唯一不动点。

证明 类似于定理4的证明,根据ii)可构造一个序列{xn}满足:xn=fxn+1且xn xn+1,∀n=0,1,2,…。
对任何n=0,1,2,…,根据i)得到

d(xn,xn+1
)≤ρ maxd(fxn,fxn+1

),d(xn,fxn),d(xn+1
,fxn+1
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d(xn,fxn+1
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)
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  于是采用定理4的证明得到d(xn,xn+1)≤ρ(d(xn-1,xn)),n=0,1,2,…,且{xn}是柯西序列。由X 的完

备性可知存在u∈X 使得{xn}收敛于u,再由f 的连续性及xn=fxn+1容易得到u=fu。 证毕

若取g=1X,则根据定理4得到如下不动点定理。
定理6 设(X,,d)是偏序的完备的度量空间,f:X→X 是映射。如果:

i)对任何可比较的x,y∈X,d(x,y)≤ρ maxd(fx,y),d(x,fx),
d(x,y)+d(y,fx)

2{ }æ
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ii)对任何x∈X 存在y∈X 满足x=fy 且x 与y 可比较。
则f 有一个不动点。进一步,如果Fix(f)中任何两个元素是可比较的,则f 有唯一不动点。

下面将给出满足另一个函数σ控制的拟收缩条件的两个映射的公共不动点存在定理。
定理7 设(X,,d)是偏序的完备的度量空间,f,g:X→X 是两个映射使得f 或g 是连续的。若:

i)对任何可比较的x,y∈X,

d(x,y)≤σ maxd(fx,gy),d(x,fx),d(y,gy),
d(x,gy)+d(y,fx)

2{ }æ
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ç
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ø
÷ , (5)

其中σ是上半连续的比较函数;

ii)对任何x∈X 存在y1,y2∈X 满足x=fy1,x=gy2 且x 分别与y1 及y2 可比较的。
则f 和g 有一个公共不动点。进一步,如果Fix(f)∩Fix(g)中任何两个元素是可比较的,则f 和g 有唯一公共

不动点。
证明 任取x0∈X,根据ii)构造一个X 中的序列{xn}满足:x2n=fx2n+1

,x2n+1=gx2n+2且满足xn 与xn+1是

可比较的,∀n=0,1,2,…。 对任何n=0,1,2,…,根据(5)式得到:

d(x2n+1
,x2n+2

)≤σ maxd(fx2n+1
,gx2n+2

),d(x2n+1
,fx2n+1

),d(x2n+2
,gx2n+2
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d(x2n+1

,gx2n+2
)+d(x2n+2

,fx2n+1
)
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  如果存在某一非负整数n 使得d(x2n,x2n+1)<d(x2n+1,x2n+2),则d(x2n+1,x2n+2)>0,于是由注1得

d(x2n+1,x2n+2)≤σ(d(x2n+1,x2n+2))<d(x2n+1,x2n+2),矛盾。于是对任何n=0,1,2,…,d(x2n+1,x2n+2)≤
d(x2n,x2n+1),从而得到:

d(x2n+1
,x2n+2

)≤σ(d(x2n,x2n+1
)),n=0,1,2,…。 (6)

  类似地,在上面推理过程中把x2n+1换成x2n+3,则得到:

d(x2n+2
,x2n+3

)≤ρ(d(x2n+1
,x2n+2

)),n=0,1,2,…。 (7)
综合(6)式和(7)式得到:

d(xn,xn+1
)≤σ(d(xn-1

,xn)),n=1,2,…, (8)
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根据归纳得到d(xn,xn+1
)≤σn(d(x0,x1)),n=1,2,…。 根据性质(σ2)得到

lim
n→¥

d(xn,xn+1
)=0。 (9)

  假设{xn}不是柯西序列,则存在ε>0使得对任何自然数i,存在两个自然数m(i),n(i)使得n(i)>m(i)>i且

满足

d(xm(i),xn(i))≥ε。 (10)

  根据(9)式可假设m(i)和n(i)奇偶性不同且可选取n(i)使得n(i)是满足n(i)>m(i)>i和(10)式的最小

的正整数,则有

d(xm(i),xn(i)-1
)<ε。 (11)

  根据(10),(11)式得到

ε≤d(xm(i),xn(i))≤d(xm(i),xn(i)-1
)+d(xn(i)-1

,xn(i))<ε+d(xn(i)-1
,xn(i)),

因此利用(9)式容易得到

lim
i→¥

d(xm(i),xn(i))=limi→¥
d(xm(i),xn(i)-1

)=ε。 (12)

又因为

d(xm(i)-1
,xn(i)-1

)-d(xm(i),xn(i)-1
)≤d(xm(i)-1

,xm(i)),

d(xm(i)-1
,xn(i)-1

)-d(xm(i)-1
,xn(i))≤d(xn(i)-1

,xn(i))
成立,因此结合(9),(12)式得到:

lim
i→¥

d(xm(i),xn(i))=limi→¥
d(xm(i),xn(i)-1

)=lim
i→¥

d(xm(i)-1
,xn(i)-1

)=lim
i→¥

d(xm(i)-1
,xn(i))=ε。 (13)

  如果m(i)是奇数,则n(i)是偶数,因此根据(5)式得到:

d(xm(i),xn(i))≤σ maxd(fxm(i),gxn(i)),d(xm(i),fxm(i)),d(xn(i),gxn(i)),
d(xm(i),gxn(i))+d(xn(i),fxm(i))

2{ }
æ

è
ç

ö

ø
÷=

σ maxd(xm(i)-1
,xn(i)-1

),d(xm(i),xm(i)-1
),d(xn(i),xn(i)-1

),
d(xm(i),xn(i)-1

)+d(xn(i),xm(i)-1
)

2{ }
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

  令i→¥,则根据(13)式及σ的上半连续性和ε>0得到ε≤σ(max{ε,0,0,ε})=σ(ε)<ε,这是一个矛盾。类

似地,当m(i)是偶数,n(i)是奇数时仍然得到相同的矛盾。于是{xn}必是柯西序列。由X 的完备性可知存在

u∈X使得{xn}收敛于u。
假设f 是连续的。令n→¥,则由x2n=fx2n+1得到u=fu。根据ii),相对于u∈X 存在y'∈X 使得u=gy'

且u 与y'是可比较的。根据(5)式得到:

d(u,y')≤σ maxd(fu,gy'),d(u,fu),d(y',gy'),
d(u,gy')+d(y',fu)

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷=σ(d(u,y')),

于是根据注1知d(u,y')=0,即u=y'。因此fu=u=gy'=gu,这说明u 是f,g 的一个公共不动点。
如果u*也是f,g 的一个公共不动点,则:

d(u,u*)≤σ maxd(fu,gu*),d(u,fu),d(u*,gu*),d(u,gu
*)+d(u*,fu)
2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷=σ(d(u,u*)),

再次根据注1知d(u,u*)=0,即u=u*。于是u 是f,g 的唯一公共不动点。 证毕

类似于定理5,如果f=g,则由定理7得到如下不动点定理。
定理8 设(X,,d)是偏序的完备度量空间,f:X→X 连续。若:

i)对任何x,y∈X 且x y,d(x,y)≤σ maxd(fx,fy),d(x,fx),d(y,fy),
d(x,fy)+d(y,fx)

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷,

其中σ是上半连续的比较函数;

ii)对任何x∈X 存在y∈X 满足x=fy 且x y。
则f 有一个不动点。进一步,如果Fix(f)中任何两个元素是可比较的,则f 有唯一不动点。

若取g=1X,则根据定理7得到如下不动点定理。
定理9 设(X,,d)是偏序的完备的度量空间,f:X→X 是映射。若:

i)对任何可比较的x,y∈X,d(x,y)≤σ maxd(fx,y),d(x,fx),
d(x,y)+d(y,fx)

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷,其中σ是上半
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连续的比较函数;

ii)对任何x∈X 存在y∈X 满足x=fy 且x 与y 可比较。
则f 有一个不动点。进一步,如果Fix(f)中任何两个元素是可比较的,则f 有唯一不动点。

下面将给出定理4和定理7中的两个映射f 和g 都是非连续的条件下的表现形式。
定理10 设(X,,d)是偏序的完备的度量空间,f,g:X→X 是两个映射。如果下列条件i)和ii)及iii)或

iv)成立:

i)对任何可比较的x,y∈X,d(x,y)≤ρ maxd(fx,gy),d(x,fx),d(y,gy),
d(x,gy)+d(y,fx)

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ 且ρ

是上半连续;

ii)对任何x∈X 存在y1,y2∈X 满足x=fy1,x=gy2 且x y1 及x y2;

iii)f2=1X 且当单调递增序列{xn}收敛于x 时xn fx,∀n=1,2,…;

iv)g2=1X 且当单调递增序列{xn}收敛于x 时xn gx,∀n=1,2,…。
则f 和g 有一个公共不动点。进一步,如果Fix(f)∩Fix(g)中任何两个元素是可比较的,则f 和g 有唯一公共

不动点。
证明 任取x0∈X,根据ii)构造一个X中的序列{xn}满足:

x2n =fx2n+1
,x2n+1=gx2n+2

,∀n=0,1,2,… 且x0 x1 x2 …。
根据定理4的证明过程可知存在u∈X 使得单调递增序列{xn}收敛于u。

假设iv)成立,则对任何自然数n,xn gu 且g2=1X。于是根据i),

d(u,gu)≤d(u,x2n+1
)+d(x2n+1

,gu)≤

d(u,x2n+1
)+ρ maxd(fx2n+1

,ggu),d(x2n+1
,fx2n+1

),d(gu,ggu),
d(x2n+1

,ggu)+d(gu,fx2n+1
)

2{ }
æ

è
ç

ö

ø
÷=

d(u,x2n+1
)+ρ maxd(x2n,u),d(x2n+1

,x2n),d(gu,u),
d(x2n+1

,u)+d(gu,x2n)
2{ }

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

  令n→¥,并根据ρ的上半连续性,由上式得到d(u,gu)≤ρ(d(u,gu)),因此根据(ρ2)得到gu=u。根据

ii),相对u 存在y'∈X 使得u=fy'且u y'。根据i)得到:

d(y',u)≤ρ maxd(fy',gu),d(y',fy'),d(u,gu),
d(y',gu)+d(u,fy')

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷=ρ(d(y',u)),

再次根据(ρ2)得到u=y',于是gu=u=fy'=fu,这说明u 是f,g 的公共不动点。类似地,证明当iii)成立时结

论仍成立。唯一性的证明完全相同与定理4的证明,在此省略。 证毕

定理11 设(X,,d)是偏序的完备的度量空间,f,g:X→X 是两个映射。如果下列条件i)和ii)及iii)或

iv)成立:

i)对任何可比较的x,y∈X,d(x,y)≤σ maxd(fx,gy),d(x,fx),d(y,gy),
d(x,gy)+d(y,fx)

2{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ 且σ

是上半连续;

ii)对任何x∈X 存在y1,y2∈X 满足x=fy1,x=gy2 且x y1 及x y2;

iii)f2=1X 且当单调递增序列{xn}收敛于x 时xn fx,∀n=1,2,…;

iv)g2=1X 且当单调递增序列{xn}收敛于x 时xn gx,∀n=1,2,…。
则f 和g 有一个公共不动点。进一步,如果Fix(f)∩Fix(g)中任何两个元素是可比较的,则f 和g 有唯一公共

不动点。
定理11的证明方法完全相同于定理10证明,在此省略。
注2 1)定理4~定理11中没有要求两个函数ρ和σ的连续性,但是定理1~定理3中出现的函数都是连

续的。因此本文中的结论一定程度上推广和改进了定理1~定理3及相关结果。

2)如果定理4~定理11中的空间 X 是全序集,则保证不动点或公共不动点为唯一的附加条件是多

余的。

3)定理10~定理11中的f 和g 不要求为连续的,因此与定理1~定理9相比具有更广泛的应用价值。
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CommonFixedPointsforTwoMappingswithρorσ-Quasi-Contractionson
PartiallyOrderedMetricSpaces

PIAOYongjie
(DepartmentofMathematics,CollegeofScience,YanbianUniversity,YanjiJilin133002,China)

Abstract:[Purposes]Itisdiscussedthattheexistenceproblemsofcommonfixedpointsfortwomappingsonpartiallyorderedmetric
spaces.[Methods]Considertwomappingssatisfyingquasi-contractiveconditionsdeterminedbytworealfunctionsρandσon

partiallyorderedrealmetrics.[Findings]Obtaintheexistencetheoremsofuniquecommonfixedpointundercontinuousornon-
continuousconditions,andalsogivesomefixedpointtheorems.[Conclusions]Theobtainedresultsextendandimprovethe
correspondingconclusionsinreferences.
Keywords:mappingρ;mappingσ;quasi-contraction;commonfixedpoint
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