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具有乘法右适当断面的右富足半群的同余
*
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摘要:【目的】研究具有乘法右适当断面的右富足半群S 的基于子半群M,R 为构件的结构。【方法】引入用M,R 上的同

余作成的同余对的概念,给出了S 上的相应的同余刻划。【结果】用给出同余刻划方法描述了半群S 上的好同余和半群

S 上的所有好同余的集合作成的同余格。【结论】所得结果丰富和推广了正则半群上的一些相关结果。
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1预备知识

同余理论是半群理论一个重要课题,正如 Howie
[1]指出:一个半群的结构定理是否真正令人满意在于它能

否保证给出一个同余的明确描述。人们对正则半群关于这方面的研究有极大地兴趣并得到了关于同余理论的

大量结果
[2-4]。1982年,Blyth和 McFadden

[5]首次引入了正则半群的乘法逆断面概念,并给出此类半群的结构

定理。随后,El-Qallali
[6]给出了适当断面的定义,并得到了具有适当断面的正则半群的结构定理。在此基础上,

文献[7-8]分别研究了含有逆断面和拟理想逆断面的正则半群的同余。富足半群是正则半群的一个推广且以正

则半群为它的真子类。因此,研究富足半群的同余是一件很自然的事情,但是这方面的研究要比正则半群的同

余复杂的多。由于富足半群的每个元素不是都有逆元,因而在富足半群与正则半群的研究上存在许多不同。例

如,正则半群的同态像仍然是正则半群,但是富足半群却不具有这样的性质。然而这样的性质在半群研究中有

非常重要的作用,所以需要对具有这样性质的好同态(同余)花费更多的精力去研究。有许多学者对这方面的研

究非常感兴趣并取得了一些结果
[7-9]。特别地,Chen和Guo

[10-13]分别研究了含有适当断面的富足半群的子类。

Hu和Guo
[13]给出了具有乘法右适当断面的右富足半群的结构定理。本文首先构造具有乘法右适当断面的右

富足半群的同余。在此基础上,得到了具有乘法右适当断面的右富足半群的好同余,并证明了此类半群上的所

有好同余的集合构成一个完备格。
设S 为半群,对任意元素a∈S,如果S 的主右理想aS1 是一个投射(作为一个右S-系),则称S 为右主投射

半群。容易看到半群S 为右主投射半群的充分必要条件是S 的每一个L*-类包含一个幂等元。对偶地,可以定

义左主投射半群。在半群S 上,定义关系R*为:aR*b当且仅当对所有的x,y∈S1,xa=ya⇔xb=yb。对偶地

可定义L*。由R*和L*的定义易得R*是左同余,L*是右同余。若a 和b是S 中的正则元,则aR*b当且仅

当aRb。设S 为半群,若S 的每一个L*-类含有一个幂等元,则称S 为右富足半群。容易看到右富足半群即为

右主投射半群。对偶地可定义左富足半群。由文献[7]知,若S 既是左富足半群又是右富足半群,则称S 为富足

半群。
设S 为半群,用E(S)表示由S 中的所有幂等元组成的集合。若右富足半群S 的子集E(S)是半格,则称S

为右适当半群
[14]。对偶地可定义左适当半群。若半群S 既是左适当半群又是右适当半群,则称S 为适当半群。

由定义可得,左(右)适当半群的每一个R*(L*)-类有且只有一个幂等元,用a+(a*)表示此半群中R*
a (L

*
a )-类

的幂等元。
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设S 为右富足半群,U 为S 的右富足子半群。若对于所有的a∈U,存在f∈E(U)使得f∈R*
a (S),则称U

是S 的*-子半群。若对于右富足半群S 的任意的元素a,存在唯一的a#∈E(S)∩L*
a ,使得a=a#a,则称S

是强右富足半群。设S°是S 右适当*-子半群,E°是S°的幂等元半格。若对任意的x∈S,存在唯一的x°∈S°和

f∈E(S)使得x=x°f,则称S°是S 的右适当断面,这里fR*x°*且x°*∈E°。在这种情况下,f 由x 唯一确定,
用fx 表示f。若右适当断面S°是强的,则称它为S 的强右适当断面。若对任意的x∈S 和e∈E°,都有fxe∈
E°,则称右适当断面S°是S 的乘法右适当断面。

引理1
[15] 设e∈E(S),a∈S,则eR*a(eL*a)当且仅当ea=a(ae=a),并且对于所有的x,y∈S1,有

xa=ya⇒xe=ye(ax=ay⇒ex=ey)。
引理2

[15] 设S 是右适当半群,则对于所有的a,b∈S,有(ab)*=(a*b)*。
假设:Y 是半格;M 是以幂等元集Y 为半格的强右适当半群;R 是具有强半格分解[Y;Rα,φα,β

]的右正规带,
对任意的α∈Y,Rα 是一个右零带。

在W(M,R,Y;φ)={(m,x)∈M×R|xRm*}上定义乘法为(m,x)(n,y)=(mn,yφn*,(mn)*)。容易验证

按照这样定义的乘法是有意义的,并且W(M,R,Y;φ)对上面的乘法封闭。
称W(M,R,Y;φ)为强右适当半群M 和右正规带R 的拟织积,用W 来表示它。
引理3

[13] 强右适当半群M 和右正规带R 的拟织积是具有与M 同构的乘法强拟适当断面的右富足半群。
反之,每一个这样的半群都可以按照上述方式来构造。

引理4
[13] 在半群W 中,有:1)(m,x)L*(m*,x);2)(m,x)R*(m+,x)。

2主要结果

设M 是以幂等元集Y 为半格的强右适当半群,R 是具有强半格分解 Y;Rα,φα,β
[ ] 的右正规带,ρ

M 为M 上

的同余,πR 为R 上的同余。若条件

C1)ρ
M|Y=π

R|Y,

C2)(∀s,t∈R)(∀m,x,u∈M)sπRt⇒sφx*,(mx)*ρ
Rtφu*,(mu)*,

C3)(∀l∈R)(∀m,x,u∈M)xρ
Mu⇒lφm*,(xm)*π

Rlφm*,(um)*

成立,则称(ρ
M,πR)为W 上的同余对。

在W 上定义二元关系ρ
(ρM,πR)

为:(x,s)ρ
(ρM,πR)(u,t)⇔xρ

Mu,sπRt。

定理1 设W 为形如引理3中含有乘法强拟适当断面的右富足半群,(ρ
M,πR)为W 上的同余对,则ρ

(ρM,πR)

是W 上的同余。反之,W 上的每一个同余都可以按照上述方式来构造。

证明 显然ρ
(ρM,πR)

是W 上的等价关系,只需证ρ
(ρM,πR)

是W 上的同余。假设(x,s),(u,t),(m,l)∈W,且

(x,s)ρ
(ρM,πR)(u,t),则xρ

Mu,sπRt。由sπRt和条件C2)可得对任意的x,u,m∈M 都有sφx*,(mx)*ρ
Rtφu*,(mu)*。

因为ρ
M 是同余,故mxρ

Mmu。又因为sφx*,(mx)*R (mx)
*和tφu*,(mu)*R (mx)

*。从而可得:

(mx,sφx*,(mx)*)ρ
(ρM,πR)(mu,tφu*,(mu)*),

即(m,l)(x,s)ρ
(ρM,πR)(m,l)(u,t)。因此ρ

(ρM,πR)
是W 上的左同余。

另一方面,由xρ
Mu 和条件C3)可得对任意的l∈R,都有lφm*,(xm)*π

Rlφm*,(um)*。因为ρ
M 是同余,所以

xmρ
Mum。又因为lφm*,(xm)*R(xm)

*和lφm*,(um)*R(um)
*,所以(xm,lφm*,(xm)*),(um,lφm*,(um)*)∈W。从

而有(xm,lφm*,(xm)*)ρ
(ρM,πR)(um,lφm*,(um)*),即(x,s)(m,l)ρ

(ρM,πR)(u,t)(m,l)。故ρ
(ρM,πR)

是W 上的右同

余。因此,ρ
(ρM,πR)

是W 上的同余。
反之,假设ρ是W 上的同余。在M 和R 上分别定义二元关系ρM 和ρR 为:

(∀x,u∈M)xρMu⇔(x,x
*)ρ(u,u

*);(∀s,t∈R)sπRt⇔(x
*,s)ρ(u

*,t),

这里x,u∈M,sRx*,tRu*。
因为ρ是W 上的同余,所以ρM,ρR 分别是M 和R 上的等价关系。设(x,s),(u,t),(p,o),(m,l)∈W。若
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xρMu,pρMm,则(x,x
*)ρ(u,u

*),(p,p*)ρ(m,m
*)。从而(x,x*)(p,p*)ρρ(u,u

*)(m,m*)。因此

(xp,p*
φp*,(xp)*

)ρ(um,m
*
φm*,(um)*)。所以xpρMum。因此,ρM 为M 上的同余。

若sπRt,oπRl,则存在x,u∈M 使得sRx*,tRu* 且有(x*,s)ρ(u
*,t)和(p*,o)ρ(m

*,l)。从而可得

(x*,s)(p*,o)ρ(u
*,t)(m*,l)。因此(x*p*,oφp*,(x*p*)*

)ρ(u
*m*,lφm*,(u*m*)*)。故soπRtl。从而,πR

为R 上的同余。
显然ρ

M|Y=π
R|Y,故条件C1)成立。

设xρ
Mu,则(x,x*)ρ(u,u

*)。从而(x,x*)(m,l)ρ(u,u
*)(m,l),即(xm,lφm*,(xm)*)ρ(um,lφm*,(um)*)。

因此lφm*,(xm)*π
Rlφm*,(um)*。故条件C3)成立。

设s,t∈R,x,u∈M 使得(x*,s)ρ(u
*,t)。从而对任意的(m,l)∈W 有(x*,s)(m,l)ρ(u

*,t)(m,l),即
(x*m,lφm*,(x*m)*)ρ(u

*m,lφm*,(u*m)*),因此lφm*,(xm)*πRlφm*,(um)*,故条件C2)成立。
由以上的证明可得(ρM,ρR)是W 上的同余对。

显然ρ
(ρM

,π
R
)
是W 上的同余。对任意的(x,s)(u,t)∈W,若(x,s)ρ

(ρM
,π

R
)(u,t),则xρMu,sπRt。因此有

(x,x*)ρ(u,u
*),(x*,s)ρ(u

*,t)。从而(x,x*)(x*,s)ρ(u,u
*)(x,t),即(x,s)ρ(u,t)。故ρ

(ρM
,π

R
)
⊆ρ。而

ρ⊆ρ
(ρM

,π
R
)
是显然的,所以ρ

(ρM
,π

R
)
=ρ。 证毕

如果由半群S 到半群T 的同态φ 保持L*-类和R*-类(即对任意的a,b∈S,如果(a,b)∈L*,则(aφ,bφ)∈
L*,且如果(a,b)∈R*,则(aφ,bφ)∈R

*),则称φ 为好同态。设ρ是半群S 上的同余,如果由ρ诱导的S 到S/ρ
上的同态ρ

⊥是好同态,则称ρ为好同余。记S 上的好同余的集合为GC(S)。容易验证,对任意的(x,s)(u,t)∈
W,(x,s)L*(u,t)等价于xL*u,因此,由定理1有下面的推论。

推论1 ρ
(ρM,πR)

是W 上的好同余的充分必要条件是ρ
M 是M 上的好同余。

若W 上的同余对(ρ
M,πR)中的ρ

M 为M 上的好同余,则称(ρ
M,πR)为W 上的好同余对。用GCP(W)表示

W 上好同余对的全体。

引理5 若(ρ
M
1,π

R
1),(ρ

M
2,π

R
2)∈GCP(W),则ρ

(ρM
1 ,π

R
1)⊆ρ

(ρM
2 ,π

R
2)⇔ρ

M
1⊆ρ

M
2,π

R
1⊆π

R
2。

证明 充分性是显然的,下面证必要性。

假设ρ
(ρM
1 ,π

R
1)⊆ρ

(ρM
2 ,π

R
2),xρ

M
1u。由定理1的证明可得((x,x*)(u,u*))∈ρ

(ρM
1 ,π

R
1)⊆ρ

(ρM
2 ,π

R
2)。从而xρ

M
2u,因

此ρ
M
1⊆ρ

M
2。同理可证πR

1⊆π
R
2。 证毕

在GCP(W)上定义关系“≤”为:(ρ
M
1,π

R
1)≤(ρ

M
2,π

R
2)⇔ρ

M
1⊆ρ

M
2,π

R
1⊆π

R
2。

显然“≤”是GCP(W)上的偏序。由定理1和引理5可得GC(W)和GCP(W)作为格是同构的。
命题1 设 Ω⊆GC(W),Tρ =(ρ

M,ρ
R)(其 中ρ∈Ω),则 T(∩ρ∈Ωρ)=(∩ρ∈Ω

ρ
M,∩

ρ∈Ω
ρ

R),T(∨g
ρ∈Ωρ)=

∨
g

ρ∈Ω
ρ

M,∨
g

ρ∈Ω
ρ

R
( )。这里,ρ∨

g

η表示包含好同余ρ和η的最小的好同余。

证明 第一个等式显然成立,因此只需证明第二个等式。

设x,u∈M,使得x ∨
g

ρ∈Ω
ρ( )

Mu,则i=(x,x*)∨
g

ρ∈Ω
ρ(u,u

*)=j。从而存在ρi∈Ω 和ai=(xi,x
*
i )∈W,使得

iρ1a1ρ2a2…an-1ρnj。因此iρ
M
1a1ρ

M
2a2…an-1ρ

M
nj,故 ∨

g

ρ∈Ω
ρ( )

M ⊆ ∨
g

ρ∈Ω
ρ

M。而 ∨
g

ρ∈Ω
ρ

M ⊆ ∨
g

ρ∈Ω
ρ( )

M 是显然的,所以

∨
g

ρ∈Ω
ρ( )

M=∨
g

ρ∈Ω
ρ

M。

接下来假设s∈Rx*,t∈Ru*,使得s ∨
g

ρ∈Ω
( )

Rt,则s=(x*,s)∨
g

ρ∈Ω
ρ(u

*,t)=t。从而存在si=(x
*
i ,si)∈W 和ρi

∈Ω,使得sρ1s1ρ2s2…sn-1ρnt,因此sρ
R
1s1ρ

R
2s2…sn-1ρ

R
nt。故 ∨

g

ρ∈Ω
ρ( )

R⊆∨
g

ρ∈Ω
ρ

R,而∨
g

ρ∈Ω
ρ

R⊆ ∨
g

ρ∈Ω
ρ( )

R 是显然的,所以

∨
g

ρ∈Ω
ρ( )

R=∨
g

ρ∈Ω
ρ

R。 证毕

结合上面的结果可得到下面的定理。
定理2 设W 是形如引理3中的半群,则GCP(W)在文中定义的偏序下是完备格,且GC(W)和GCP(W)
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作为完备格是同构的。
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CongruencesonRightAbundantSemigroupswithMultiplicativeRightAdequateTransversals

WANGAifa,WANGLili
(SchoolofSciences,ChongqingUniversityofTechnology,Chongqing400054,China)

Abstract:[Purposes]Rightabundantsemigroupswasstudiedwithmultiplicativerightadequatetransversalsonthebasicofthe
structurerelatedtothebuildbricksMandR.[Methods]Theso-calledcongruencepairwasobtainedbasedonthestructuretheorem,

sothatitproducesacongruenceonSabstractly.[Findings]Thegoodcongruenceandthelatticeofthesetofallgoodcongruenceson
Swerealsodescribedhere.[Conclusions]Therelatedresultsforregularsemigroupsareenrichedandextended.
Keywords:rightadequatesemigroup;rightnormalband;congruence
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