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修正Helmholtz方程的改进无单元Galerkin法分析
*
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摘要:【目的】在改进移动最小二乘近似的基础上,讨论了一种稳定化的改进移动最小二乘近似,具有更好的数值稳定性和

计算精度。【方法】将稳定化的改进移动最小二乘近似和修正 Helmholtz方程的Galerkin积分弱形式相结合,建立了修正

Helmholtz方程混合边值问题的改进无单元Galerkin法,并理论分析了在Sobolev空间中的误差。【结果】通过两个数值

算例验证了算法的有效性和理论的正确性。【结论】误差随节点间距的减小而降低。
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在过去的半个世纪,许多物理和工程问题的数值解是由基于网格方法如有限元法等来求解的。与网格方法

不同,无网格方法
[1]采用基于点的近似,不需要在求解区域内对网格进行初始划分和重构,不仅保证了计算的精

度,而且还降低了计算难度。

Belytschko等人在1994年提出了无单元Galerkin法
[2]。它是一种不需要划分网格的数值方法,只需要相

关的节点信息,降低了网格划分带来的困难,提高了精度。无单元Galerkin法常用移动最小二乘近似
[3]来构造

近似函数,而移动最小二乘近似中涉及的法方程矩阵的条件数可能会变得很大
[4-5],同时还需要对该矩阵求逆,

导致计算稳定性和计算精度下降。为了避免矩阵求逆,文献[1,6]通过使用带权正交基函数,提出了改进移动最

小二乘近似,并建立了相应的改进无单元Galerkin法。本文通过使用一种新的基函数
[4-5],建立了改进移动最小

二乘近似的稳定化算法,比原有改进移动最小二乘近似具有更好的数值稳定性和计算精度。
文献[7-9]给出了移动最小二乘近似的误差估计,文献[10]给出了改进移动最小二乘近似的误差估计,文献

[4,9]给出了无单元Galerkin法的误差估计。改进的无单元Galerkin方法在工程领域已经被广泛应用,但相应

的理论部分还需要进一步完善。

1稳定化的改进移动最小二乘近似

设Ω 是Rd(d=1,2,…)上的有界区域,在Ω 内选取N 个节点{xi}
N
i=1。在改进移动最小二乘近似中,取试

函数

uh(x)=∑
m

j=1
qj
(x)aj

(x),∀x=(x1,x2,…,xd)
T ∈Ω (1)

为定义在区域Ω⊂Rd(d=1,2,…)内的u(x)的逼近函数。这里的基函数qj
(x)是关于点集{xi}带权{wi}正交,

wi(x)是权函数,m 是基函数的个数,aj
(x)是未知系数。

由Schmidt正交化过程,有:

q1(x)=1,qj
(x)=pj

(x)-∑
j-1

k=1

(pj
,qk)x

(qk,qk)x
qk(x),j=2,3,…,m。 (2)

其中pj
(x),j=1,2,…,m,是单项式基函数,内积(f,g)x 定义为(f,g)x = ∑

i∈∧(x)
wi(x)f(xi)g(xi),这里,

∧ (x)={I1,I2,…,Iℓ}表示影响域包含点x 的节点的全局编号。
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令泛函J= ∑
i∈∧(x)

wi(x)[∑
m

j=1
pj
(xi)aj

(x)-ui]
2
取极值可得:

A(x)a(x)=B(x)u。 (3)
其中u=[uI1

,uI2
,…,uIℓ

]T,ui 是u 在节点xi 处的值,矩阵A(x)和B(x)的元素为:

Aij
(x)=(qi,qj

)x,i,j=1,2,…,m, (4)

Bji
(x)=wIi

(x)qj
(xIi
),j=1,2,…,m;i=1,2,…,ℓ。

  因为(4)式给出的基函数正交,即Aij
(x)=(qi,qj

)x=0,i≠j,所以由(3)式可得:

aj
(x)=

∑
i∈∧(x)

wi(x)qj
(xi)ui

(qj
,qj
)x

,j=1,2,…,m。 (5)

将(5)式代入(1)式得u(x)≈uh(x)= ∑
i∈∧(x)

φi(x)ui=∑
N

i=1
φi(x)ui,其中形函数为:

φi(x)=
wi(x)∑

m

j=1

qj
(xi)qj

(x)
(qj
,qj
)x
,i∈∧ (x)

0,i∉∧ (x)

ì

î

í

ï
ï

ïï

,i=1,2,…,N。 (6)

  在改进移动最小二乘近似中,通常选取pj
(x)为常用的单项式基函数,比如一维时,pj

(x)=[1,x,x2,…,

xm-1],此时矩阵A(x)的条件数可估计为:

cond(A(x))=Cch
-2m̂。 (7)

其中h 为节点间距,Cc 是与h 无关的常数,m̂ 表示使用的基函数pm(x)的最大次数。(7)式表明,条件数会随着

节点间距的减小而急剧增大,所以当节点间距较小时,(3)式给出的方程组存在严重的病态性,导致计算误差增

大,从而出现结果不收敛、不稳定的情况。

为了提高稳定性,选用基函数ps
j
(x)来构造正交基函数qj

(x),其中ps
j
(x)=pj

x-xe

h
æ

è
ç

ö

ø
÷,j=1,2,…,m,

xe 为位于点x 影响域中的点。类似地,由文献[4-5]可得:

cond(As(x))=Cs
c。 (8)

其中Cs
c是与h 无关的常数。(8)式表明,用ps

j
(x)来构造的改进移动最小二乘近似能够得到更精确、更稳定的

结果。

2修正Helmholtz方程混合边值问题的改进无单元Galerkin法

2.1变分公式

考虑在Ω⊂Rd(d=1,2,…)内的混合边界值问题:

-Δu+k2u=f,在Ω 内,

u=u,在ΓD 上,

∂u
∂n+σu=q,在ΓR =∂Ω-ΓD 上。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(9)

其中∂u/∂n 为单位法向量n 的法向倒数,k为波数。
由于改进的移动最小二乘近似的形函数不满足插值的性质,所以原问题在ΓD 上的Dirichlet边界条件施加

比较困难,这里考虑罚函数法
[4]来解决这一问题。首先,引入充分大的罚因子α,原混合问题可转化为近似问题。

接着,将近似问题转化为变分方程。设v∈H1(Ω),同时在微分方程的两端乘以v,在Ω 上作积分并利用第一格

林公式有:

∫Ω
Ñuα·ÑvdΩ-∫Γ

v
∂uα

∂ndΩ+∫Ω
k2uαvdΩ=∫Ω

fvdΩ。 (10)

  由于Γ=ΓD∪ΓR,则有:

∫Ω
Ñuα·ÑvdΩ+∫Ω

k2uαvdΩ+α∫ΓD
uαvdΓ+∫ΓR

σuαvdΓ=∫Ω
fvdΩ+α∫ΓD

uαvdΓ+∫ΓR
qvdΓ。
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  记上式左端等于aα(uα,v),右端等于(f,v)。这里∀v∈H1(Ω),并且得到变分方程为:

aα(uα,v)=(f,v)。 (11)

令Vh(Ω)=span{φi,1≤i≤N},其中φi 为改进移动最小二乘近似构造的形函数,可得到改进无单元Galerkin
法的数值解。故(11)式可近似为aα(uh,v)=(f,v),∀v∈Vh(Ω),其中φi 为改进移动最小二乘近似构造的

形函数,可得到改进无单元Galerkin法的的数值解。故(11)式可近似为:

aα(uh,v)= (f,v),∀v∈Vh(Ω)。

2.2离散

为了得 到 最 终 的 离 散 方 程 组,由v 的 任 意 性,取 φ1,φ2,…,φN 为v,将 形 函 数 代 入 变 分 方 程 得

∑
N

i=1
a(φi,φj

)ui=(f,φj
),i,j=1,2,…,N,即:

(K +αG)u=f+αb。 (12)

其中u= (u1,u2,…,uN)
T,[K]ij =∫Ω

Ñφi·ÑφjdΩ+∫Ω
k2φiφjdΩ+∫ΓR

σφiφjdΓ,[G]ij =α∫ΓD
φiφjdΓ,[f]i =

∫Ω
fφjdΩ+∫ΓR

qφjdΓ,[b]i=α∫ΓD
uφjdΓ,i,j=1,2,…,N。

3误差估计

定理1 设u∈Hr+1(Ω)为问题(10)的解析解,uh 为用改进无单元Galerkin法得到的数值解,则有如下

误差:

‖u-uh‖H1(Ω)≤Ch
p-1 ‖u‖Hp(Ω),ΓD =∅, (13)

‖u-uh‖L2(Ω)≤Ch
p-1 ‖u‖Hp(Ω),ΓD =∅, (14)

‖u-uh‖H1(Ω)≤C(h
p-1+α-1+α1

/2h
p),ΓD ≠ ∅。 (15)

其中p=min(r,m̂)+1,m̂ 为改进移动最小二乘近似中基函数的最大次数,C 是一个与h 无关的常数。

证明 对于定义的双线性形式aα(·,·),让:

‖v‖α = aα(v,v)=∫Ω
Ñu·ÑvdΩ+∫Ω

k2uvdΩ+α∫ΓD
uvdΓ+∫ΓR

σuvdΓ。

由Mu-uh∈Vh(Ω)可以得到:

‖u-uh‖
2
α =aα(u-uh,u-uh)=aα(u-uh,u-Mu)≤Cα‖u-uh‖α‖u-Mu‖α。

由文献[4]得:

‖u-uh‖H1(Ω)≤Ch
p-1 ‖u‖Hp(Ω)≤C(h

p-1 ‖u‖Hp(Ω)+α1
/2h

p ‖u‖Hp(Ω))。 (16)

当ΓD=∅时,Dirichlet边界条件缺失,让α=0,(13)式得证。

接下来证明(14)式。让ω∈H1(Ω)是

a(ω,v)=∫Ω
(u-uh)vdΩ,∀v∈H1(Ω) (17)

的解,并且令v=u-uh,有a(ω,u-uh)=∫Ω
(u-uh)

2dΩ。则:

‖u-uh‖
2
L2(Ω)=∫Ω

(u-uh)
2dΩ=a(ω,u-uh)=a(ω-Mu,u-uh)≤

C ‖ω-Mu‖H1(Ω)‖u-uh‖H1(Ω)≤Chm+1 ‖ω‖H2(Ω)‖u‖Hβ(Ω)。 (18)
由文献[4]得:

‖ω‖H2(Ω)≤C ‖u-uh‖L2(Ω)。 (19)
将(19)式代入(18)式中可得到(14)式。

最后证明(15)式。当ΓD≠∅时,让ω∈H1(Ω)是
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-Δω+k2ω=0,x∈Ω,

ω=
∂u
∂n
,x∈ΓD,

ω=0,x∈ΓR

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(20)

的解,记u(x)=uα(x)+α
-1ω(x)+μ(x),则

aα(u,v)=aα(uα,v)+α-1aα(ω,v)+aα(μ,v), (21)

‖u-uh‖H1(Ω)≤ ‖uα -uh‖H1(Ω)+α-1 ‖ω‖H1(Ω)+‖μ‖H1(Ω). (22)
应用第一格林公式有:

aα(u,v)=-∫Ω
Δuvdx+∫Ω

k2uvdΩ+α∫ΓD
uvdΓ+∫ΓR

σuvdΓ+∫ΓR

∂u
∂nvdx+∫ΓD

∂u
∂nvdx

。 (23)

调用问题(20)有:

aα(uα,v)=∫Ω
fvdx+∫ΓD

∑
n

i,j=1

∂u
∂nvdx+α∫ΓD

uvdΓ+∫ΓR
qvdx, (24)

aα(ω,v)=∫Ω
Ñω·ÑωdΩ+∫Ω

k2ωvdΩ+α∫ΓD

∂u
∂nvdΓ

。 (25)

将(23),(24),(25)式代入(21)式可求得:aα(μ,v)=-α-1∫Ω∑
n

i,j=1
ΔuΔωdΩ-α-1∫Ω

k2ωvdΩ。让v=u,有:

‖μ‖H1(Ω)≤C-1
* ‖μ‖α ≤Cα-1 ‖ω‖

H1(Ω)
。 (26)

最后将(16),(26)式代入(22)式可得到(15)式。 证毕

定理1是由罚函数法处理Dirichlet边界条件导致的误差,并且罚因子太大或太小都会使误差增大。要使误

差估计达到最优的收敛率,则取α=Cαh
-2(min{r,m̂}+1)/3,其中Cα 是一个常数。特别地,当r≥2且 m̂=2时,有

α=Cαh
-2。此时,改进无单元Galerkin法的数值解在 H1(Ω)空间中有最优收敛阶h2。

4数值算例

算例1 考虑边值问题
[13]:

-Δu+u=cosπx1cosπx2,在Ω=(-1,1)×(-1,1)内

∂u
∂n=0

,在Γ=∂Ω 上

ì

î

í

ïï

ïï

。该问题的解析解为u(x1,x2)

=
cosπx1cosπx2

2π2+1
。

图1 改进无单元Galerkin法与多尺度方法的收敛性

Fig.1 Convergenceofimprovingfree-element
Galerkinmethodandmultiscalemethods

图1给出了改进无单元Galerkin法和文献[13]中的

多尺度方法在L2 范数下的误差和收敛情况。在数值实验

中选择 m̂=2。由图1可知,随着节点间距h 的减少,改进

无单元Galerkin法的收敛性比文献[13]中的多尺度方法

的收敛效果更好,并且改进的无单元Galerkin法已经达到

3阶收敛,这与定理1给出的理论误差估计相吻合,而多尺

度方法约为1阶收敛。
算例2 在考虑如下混合边值问题

[14]:

-Δu+k2u=0,在Ω=(0,1)2 内

u=u,在ΓD 上

∂u
∂n=q,在ΓR 上

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

,

其中ΓD={x1=0,x2∈[0,1]}∪ {x2=0,1,x1∈[0,1]},

ΓR={x1=1,x2∈[0,1]},k=π,u 和q的值由解析解来取值,其解析解为u(x1,x2)=e
(2k/2)(x1-x2)。

计算时,采用了21×21个等距节点。图2给出了u,∂u/∂x1 和∂u/∂x2 的精确解和数值解,并且两者的吻合
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程度非常好。

图2 u,∂u/∂x1,∂u/∂x2 在x2=0.5x1 上的数值解和解析解

Fig.2 Numericalandanalyticalsolutionsofu,∂u/∂x1,and∂u/∂x2alongx2=0.5x1

为了讨论罚因子α对误差的影响,图3展示了α与误差两者之间的关系。在此分析中,分别使用了11×11,

21×21,41×41和81×81个等距点。不难发现,罚因子太大或者太小都会使误差增大。对于罚因子很小的情

形,定理1证明中的(22)式右端的理论收敛率为α-1,与图3左端所示的实验值相吻合。对于罚因子很大的情

形,定理1表明误差随α增加而增加,并且图3右端的误差收敛率与理论结果一致。
由图3可以看出h 和罚因子α有关,取α=Cαh

-2。为了得到系数Cα 和收敛性的关系,图4展示了4种不同

Cα 的情况下的误差。通过观察图4可以看出实验得出的收敛率已经达到了2,满足理论分析结果。

图3 改进无单元Galerkin法关于α的收敛性

Fig.3 Convergenceofimprovingfree-element
Galerkinmethodwithrespecttoα

  
图4 改进无单元Galerkin法关于h的收敛性

Fig.4 Convergenceofimprovingfree-element
Galerkinmethodwithrespecttoh
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AnalysisofModifiedHelmholtzEquationwiththeImprovedElement-FreeGalerkinMethod

SONGYa,LIXiaolin
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Onthebasisoftheimprovedmovingleastsquareapproximation,astabilizedimprovedmovingleastsquares
approximationisdiscussedtoyieldresultswithbettercomputationalstabilityandprecision.[Methods]Combiningtheimproved
movingleastsquareapproximationwithGalerkinweakform,theimprovedelement-freeGalerkinmethodisestablishedforthe
modifiedHelmholtzequationwithmixedboundaryvalueproblem.ErroranalysisoftheGalerkinmethodisprovidedtheoreticallyin
Sobolevspaces.[Findings]Twonumericalexamplesareprovidedtodemonstratetheeffectivenessofthemethodandthecorrectness
ofthetheoreticalanalysis.[Conclusions]Theerrorsofthemethoddecreasemonotonouslyasthenodalspacingdecreases.
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