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摘要:【目的】研究与误工相关的两个代理单机排序问题。【方法】第一个代理工件的到达时间与工期满足一致关系,目标

函数为总误工或最大误工。第二个代理工件可中断,目标函数为总误工工件个数,在模型确定的情况下结合Lawler算法

或EDD规则确定一个最优排序规则,使得满足第二个代理目标可行的情况下,第一个代理的目标函数值最小。【结果】在

上述模型最优排序规则确定的前提下,求出最优排序方案使得第一个代理的目标函数最小。【结论】提出了总误工问题的

一个拟多项式时间动态规划算法,给出了最大误工问题时间复杂度的证明。
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近些年来两个竞争代理问题在理论研究方向上热度非常高。两个竞争代理问题常常出现在需要协商和协

调的工业环境下,某个代理要求越来越多,工厂需要平衡两个代理的权益,找出最优的解决方案使得两个代理权

益相当。Agnetis等人[1]最早提出了两个竞争代理的单机排序问题。这类问题简单描述为:有两个代理在一台

机器上加工,它们都有各自的目标函数和工件集,并且每个代理都想最小化自己的目标函数。问题在于如何在

一台机器上安排两个代理的工件的加工顺序使得这样的排序满足两个代理的要求。Leung等人[2]研究了两个

竞争代理在单台机器和恒同机上的排序问题,其中工件可中断并且带有到达时间,同时研究了代理B工件在固

定区间加工的情形。
研究总误工问题论文层出不穷,该问题的意义在于能帮助工厂或者本企业判断是否有加工的必要,或者说

在工业上最小化总误工问题能确定工件是否值得被加工,如果所有工件的总误工能控制在一定的范围内或者不

超过预期值,工件的最优加工顺序将对两方有益。而总误工问题实际上和工件的完工时间联系密切,只有让工

件尽快完工而又使得误工最小,才能将利益更大化。因此这样的模型对于工厂是否能够加工此批工件具有重要

意义。
本文主要研究关于误工的两个代理单机排序问题,其中代理A的到达时间与工期具有一致关系,目标函数

为总误工或最大误工,代理B的目标函数为总误工工件个数或者为关于完工时间的正则函数或者代理B所有工

件排在固定区间。Lawler等人[3]提出了单机问题下总误工问题的拟多项式时间算法,时间复杂度为O(n4P)。

Tian等人[4]研究了带有到达时间可中断情况下每个工件具有等长加工时间的总误工排序,Tian等人[5]提出了

一致关系下的可中断的最小化总误工问题,利用分块原则和Lawler算法给出了时间复杂度为O(n4P)的动态规

划算法。Christos等人[6]提出了最大误工以及平均误工的相关结论和最优排序规则。
本文研究的问题是将总误工和总误工工件个数相结合两个代理单机排序问题,在文献[6]的基础上进一步

研究了关于最大误工的两个代理单机排序问题,给出了时间复杂度的证明。因为模型中给目标函数加上了到达

时间与工期具有一致关系的限制,且另外一个目标函数具有到达时间和可中断的限制,这和文献[2]有本质区

别,需要考虑总误工个数目标是否可行,是否可以中断。同样给出了拟多项式时间动态规划算法,并给出了算法

证明以此说明算法的可行性。
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1问题描述与一般性质

本文考虑的问题描述如下:
在同一台机器上,有两个竞争代理A和B的工件加工,但是每个时间点只能加工一个工件。代理A和B有

各自的工件集为JA,JB,假设代理A有n1 个工件,代理B有n2 个工件,那么JA={JA
1,JA

2,…,JA
n1
},JB={JB

1,

JB
2,…,JB

n2
}。令X={A,B},pX

j,rX
j,dX

j 分别表示工件JX
j 的加工时间、到达时间和工期。不失一般性,假设pX

j

为大于零的整数且n=n1+n2。
代理A工件到达时间与工期具有一致性,代理B工件可中断,设σ是一个可行排序,包含代理A和代理B

的所有工件个数n。CX
j(σ),TX

j(σ),UX
j(σ)分别表示工件JX

j 在可行排序σ下的完工、误工时间及工件是否误工。
其中TX

j(σ)=max{CX
j(σ)-dX

j,0},当TX
j(σ)=0时,称工件JX

j 为提前完工工件;当TX
j(σ)=CX

j(σ)-dX
j 时,称工

件JX
j 为误工工件,误工时间就为完工时间与工期的差。最大误工是指在代理A的误工工件中误工最大的工件,

即TA
max={TA

j(σ),j∈JA}。而UX
j(σ)表示工件JX

j 在可行序列σ上是否误工,可表示为:

UX
j(σ)=

1,若CX
j(σ)>dX

j

0,若CX
j(σ)≤dX{

j

。

当UX
j(σ)=0时,表示工件JX

j 为提前完工;当UX
j(σ)=1时,表示工件JX

j 为误工。
目标是在可行排序中找到最优序列使得代理B的目标函数不超过给定值的情况下,代理A的总误工或最大

误工最小。本文考虑代理A的目标函数为总误工或最大误工,代理B的目标函数为总误工工件个数,关于完工

时间的正则函数或者代理B工件排在固定区间加工。所有模型中代理A工件的到达时间与工期都满足一致性,
即rAi≤rAj,dA

i≤dA
j,用(rAi,dA

i)表示。利用Graham等人[7]提出的三参数法,本文研究的问题可以表示为:

1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|∑TA

i ∶∑UB
j,1|(rAi,dA

i);rBj,pmtnB|TA
max∶∑UB

j,

1|(rAi,dA
i),pmtnA|TA

max∶fB
max,1|(rAi,dA

i),pmtnA;rBj,dB
j|TA

max∶fsblB。
其中pmtnB 表示代理B的工件允许中断,fB

max表示代理B的目标函数是关于完工时间的正则函数,fsblB 表示代

理B工件排在固定区间是可行的。
定义1[4] ERD规则:所有工件J1,J2,…,Jn 按照到达时间rj 非减顺序排列的排序规则叫做最早到达时间

优先原则,简称ERD规则,即所有工件遵循先到先排原则。

定义2[8] 一个块B⊆N 被定义为从r(B)=minj∈B{rj}开始到t(B)=r(B)+p(B)p(B)=∑
i∈B

p( )i 加工没

有空闲的最小工件集,使得每一个工件i∉B 的完工时间既不超过r(B)(Ci≤r(B)),也不会在t(B)之前到达,即
ri≥t(B)。

定义3[4] 一个子块Bi⊂B 被定义为当块B 中删除某些工件之后还能成为块的最小工件集;一个子块被称

为最优的当且仅当Bi 中的所有工件在[r(Bi),t(Bi)]加工时是一个最优的序列。
定义4[9] 中断EDD规则:对已经到达的工件J1,J2,…,Jn 按照工期dj 非减顺序排列,若新到达的工件具

有更早的工期则中断当前加工工件,加工工期较早的工件,这种规则简称中断EDD规则。
定义5[9] SPT规则:将工件J1,J2,…,Jn 按照加工时间pj 非减顺序排列的排序规则叫做最短加工时间优

先原则,简称SPT规则。
引理1[6] 问题1|(ri,di)|Tmax按照EDD规则排列最优。

2关于总误工问题

Tian等人[5]证明了问题1|(ri,di),pmtn|∑Ti 是一般意义下的NP-难的,并利用分块原则给出了此模型

存在最优序列。如果工件不允许中断,那么问题1|(ri,di)|∑Ti 有最优序列存在,因此有如下引理。

引理2[5] 假设块B 中m 个工件按照ERD规则排列(或者EDD,SPT规则),工件k是所有工件中指标最大

且满足pk=maxj∈B{pj}的工件,块B 划分成一些子块Bi,i=1,…,|Bi|,令l是块B1 中最大指标,那么问题

1|(ri,di)|∑Ti存在最优排序,若所有满足j≤k+δ但j≠k的工件j排在工件k之前,所有满足j>k+δ的工

件j排在工件k的之后,其中δ是整数并且0≤δ<l-k。
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Leung等人[2]证明了问题1|rAi,pmtnB;rBj,dB
j,pB

j =dB
j -rBj |∑UA

i ∶fsblB 的时间复杂度为O(n41+

n2logn2),此时间复杂度是在Baptiste’s算法的基础上提出的,为了最小化∑UB
j,修订排序规则为中断的EDD

规则即代理A的工件中断表示新到达的代理A工件具有更早的工期或者到了代理B的工件需要加工,所有代

理A工件按照中断的EDD规则排列,有如下引理。

引理3 问题1|rj,pmtn|∑Uj存在最优排序,其中所有提前完工工件按照中断的EDD规则排列,误工工

件以任意序列排在最后。
证明 假设工件不按照中断EDD规则排列的序列记为σ,有两个相邻工件加工,设为Ji,Jj。工件Ji 先到

且在工件Jj 前加工,dj<di。此过程中不存在rj>Ci(σ)的情况。那么在rj<Ci(σ)的情况下,工件Jj 中断工件

Ji 加工,设此序列为σ′。若工件Ji 中断后不误工,在序列σ′上,工件Jj 的完工时间会提前,因此序列σ′并不比

σ差;若工件Ji 中断后误工且不超过总误工工件个数,那么工件Ji 放序列最后加工,工件Jj 或之后工件的完工

时间会提前;若工件Ji 中断后误工但超过总误工工件个数,此时不能中断。
综上所述,工件能被中断的情况只能是中断后不误工,或者误工但不超过固定值,因此按照中断EDD规则

排列。 证毕

假设问题1|rj,pmtn|∑Uj 最优序列下的总误工工件个数为M,有如下定理。

引理4 问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|∑TA

i ∶∑UB
j ≤Q 中,Q 的取值范围为Q∈[M,n2]。

证明 假设所有代理B工件都排代理A所有工件之前,那么代理B工件按照中断EDD规则排列,此序列下

的代理B总误工工件个数为M,即Qmin=M。另一种情况是代理B工件都排代理A工件之后,代理B工件最大

误工个数为n2,即Qmax=n2。 证毕

引理5 对于问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|∑TA

i ∶∑UB
j ≤Q,存在一个最优排序,代理A的任意两个工

件之间没有代理B的误工工件。
证明 假设最优序列为σ,若代理A两个工件JA

i,JA
j 之间存在代理B的误工工件JB

m,工件JA
i 排在工件JA

j

之前:

1)若代理B的总误工工件个数不超过Q,利用二交换法,使得工件JB
m 在工件JA

j 后加工,得到序列σ′,在序

列σ′上代理B的目标函数依旧可行,为了最小化∑TA
i,在序列σ′中工件JA

j 的完工时间提前,且代理A的总误

工没有增加,因此序列σ′比σ效果好,与σ为最优序列矛盾;

2)若代理B的总误工工件个数超过Q,为了满足代理B目标函数的可行性,只能将工件JB
m 和JA

i 互换位

置,使得工件JB
m 在工件JA

i 前加工,此时工件JB
m 将不误工,代理B的误工工件个数不超过Q,得到的序列记为

σ″,明显序列σ″比序列σ′更优,与σ为最优序列矛盾。
综上所述,无论代理B的误工工件个数是否超过Q,代理 A的任意两个工件之间都没有代理B的误工

工件。 证毕

基于以上引理,可以得到下面的定理。

定理1 问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|∑TA

i∶∑UB
j ≤Q存在一个最优序列,其中代理A的工件按照引理2

排列,代理B误工工件以任意序列排在最后,否则按照中断的EDD规则排列。
证明 在满足代理B工件排序可行性的情况下代理A按照ERD规则排列为最优。为了最小化代理A的

总误工,就要使代理A工件尽早完工。由于代理A工件的到达时间与工期具有一致性,因此按照ERD规则排

列最优。
为了最小化总误工,且代理B的总误工工件个数不能超过Q,代理B工件能被中断意味着中断之后不会误

工或者误工不会超过总误工工件个数,那么中断的情况分为两种:代理B工件被新到达的带有更早工期的代理

B工件中断或者被代理A工件中断,通过简单的二交换法可以证明代理B工件按照中断的EDD规则排列最优。
证毕

由定理1可知,这个问题一定存在一个最优排序,其中代理A工件按照引理2排列,代理B误工工件以任意

序列排在最后,否则按照中断的EDD规则排列。Tian等人[5]证明了问题1|(ri,di),pmtn|∑Ti 是弱NP-难
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的,那么问题1|(ri,di)|∑Ti 也是弱NP-难的。接下来给出问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|∑TA

i ∶∑UB
j ≤

Q 的一个拟多项式时间算法和时间复杂度的证明。

定理2 问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|∑TA

i ∶∑UB
j ≤Q 是拟多项式时间可解的,时间复杂度为

On41n22Q ∑pA
i +∑pB( )( )j 。

证明 假设代理A中的工件已经按照引理2排列,且有rA1≤rA2≤…≤rAn1,代理B中的工件已经按照中断

EDD规则排列,即有dA
1≤dA

2≤…≤dA
n2
。

令T(tA,B(JA
i,JA

j,JA
k),B(JB

l,JB
m),q)表示块B 中的总误工,B(JA

i,JA
j,JA

k)表示代理A工件在块B 中加工

的工件JA
i,JA

i+1,…,JA
j,其中不包含加工时间大于pA

k 的工件,而i≤k≤j,pA
k=max{pA

h|h∈B(JA
i,JA

j,JA
k)};

B(JB
l,JB

m)表示代理B工件JB
l,JB

l+1,…,JB
m 在块B 中加工,共有q个误工工件,块B 开始加工时间为t。

为了最小化总误工,代理A工件JA
c 可中断代理B工件JB

i,工件JB
i 中断后,或者误工,或者不误工,有以下

3种情况:

1)工件JB
i 中断后不误工,即rBi+pB

i+pA
c-dB

i<0,则:

T(t,B(JA
i,JA

j,JA
k),B(JB

l,JB
m),q)=min[T(tA,B(JA

i,JA
k′+δ,JA

k′),B(JB
l,JB

u),q′)+
max(0,CA

k′(δ,u)-dA
k′)+T(CA

k′(δ,u),B(JA
k′+δ+1,JA

j,JA
k′),B(JB

u+1,JB
m),q-q′)]。

2)工件JB
i 中断后误工,即rBi+pB

i+pA
c-dB

i>0,由定理1知工件JB
i 应放序列最后加工,块B 划分成两个子

块B1,B2。代理A在块B1,B2 中的加工工件分别表示为B1(JA
i,JA

c-1,JA
k1
),B2(JA

c,JA
j,JA

k2
),代理B在块B1,B2

中的加工工件分别表示为B1(JB
l,JB

i-1),B2(JB
i+1,JB

m),则:

T(t,B(JA
i,JA

j,JA
k),B(JB

l,JB
m),q)=T(t,B(JA

i,JA
j,JA

k),B(JB
l,JB

m),q-1)=
T(t,B1(JA

i,JA
c-1,JA

k1
),B1(JB

l,JB
i-1),q1)+T(rAc,B2(JA

c,JA
j,JA

k2
),B2(JB

i+1,JB
m),q2),

其中q1+q2=q-1。

3)工件JB
i 中断后误工,但q=Q,工件JB

i 不能放在序列最后加工,那么工件JB
i 不能被中断,修订工件JA

c 的

到达时间为rAc′=CB
i,则:

T(t,B(JA
i,JA

j,JA
k),B(JB

l,JB
m),q)=T(t,B(JA

i,JA
j,JA

k),B(JB
l,JB

m),q)+∑(CB
i -rAc)。

其中CA
k′(δ,u)=

CA
k′(δ,u),若q′<q

CA
k′(δ,u)+∑(CB

i -rAc),若q′={ q
。

综上所述,给出问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|∑TA

i ∶∑UB
j ≤Q 的拟多项式时间算法。 证毕

算法1 初始条件:T(t,∅,∅,0)=0,T(t,∅,{l},0或1)=0,T(t,{l},∅,0)=max{t+pA
l-dA

l,0}。
递推函数:1)rBi+pB

i+pA
c-dB

i<0,q≤Q
T(t,B(JA

i,JA
j,JA

k),B(JB
l,JB

m),q)=min[T(t,B(JA
i,JA

k′+δ,JA
k′),B(JB

l,JB
u),q′)+

max(0,CA
k′(δ,u)-dA

k′)+T(CA
k′(δ,u),B(JA

k′+δ+1,JA
j,JA

k′),B(JB
u+1,JB

m),q-q′)];

2)rBi+pB
i+pA

c-dB
i>0,q≤Q

T(t,B(JA
i,JA

j,JA
k),B(JB

l,JB
m),q)=T(t,B(JA

i,JA
j,JA

k),B(JB
l,JB

m),q-1)=
[T(t,B1(JA

i,JA
c-1,JA

k1
),B1(JB

l,JB
i-1),q1)+T(rAc,B2(JA

c,JA
j,JA

k2
),B2(JB

i+1,JB
m),q2)];

3)rBi+pB
i+pA

c-dB
i>0,q=Q

T(t,B(JA
i,JA

j,JA
k),B(JB

l,JB
m),q)=T(t,B(JA

i,JA
j,JA

k),B(JB
l,JB

m),q)+∑(CB
i -rAc)。

最优值:minT(0,n1,n2,Q)。
上述算法中,t表示块B 开始加工的时间,工件JA

k′满足pA
k′=max{pA

j|j∈B(JA
i,JA

j,JA
k)},且CA

k′(δ,u)=t+

∑
h∈B(JAi ,J

A
k′+δ

,JAk′)
pA

h +∑
u

j=1
pB

j。

算法1的最优值是代理A和代理B工件在t时刻开始加工的所有排序可能的最小值,且满足代理B总误工

工件个数q不超过Q,在q≤Q 的情况下,用上述算法得到T(t,B(JA
i,JA

j,JA
k),B(JB

l,JB
m),q)的最优值及最优

序列。
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在算法1中,工件集合B(JA
i,JA

j,JA
k)能在O(n31)内得到,开始加工时间点最多为∑pA

i +∑pB
j,工件集合

B(JB
l,JB

m)能在O(n2)内得到,代理A最优序列需O(n1),代理B总误工工件数q≤Q,因而原问题的时间复杂度

为On41n22Q ∑pA
i +∑pB( )( )j 。

3关于最大误工问题

第二节考虑两个代理最小化总误工的模型,接下来将考虑两个代理最小化最大误工的问题。

定理3 问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|TA

max∶∑UB
j ≤U 存在一个最优序列,其中代理A工件按照EDD规

则排列,代理B误工工件以任意序列排在序列最后,否则按中断EDD规则排列。
证明 设最优序列为σ,代理A工件按EDD规则排列,设工件为JA

i,JA
j 为两个相邻代理A工件,且i<j,

rAi≤rAj,dA
i<dA

j,工件集合LB 表示在工件JA
i,JA

j 之间加工的代理B工件。把工件JA
i,JA

j 交换后的序列记为σ′,
且rAi=rAj,若rAi<rAj,两个工件不能交换。在序列σ′中,若pA

j≤pA
i,不会使工件集合LB 的完工时间延后,但TA

max

可能会增大,因而σ′并不比σ好;若pA
j>pA

i,工件JA
j 可能导致代理B工件误工且TA

max可能会增大,那么序列σ最

好。
综上所述,代理A工件按照EDD规则排列最优。代理B工件排列方式定理1已经给出。 证毕

定理4 问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|TA

max∶∑UB
j ≤U 能在O(n1logn1+n2logn2)内得到最优序列。

证明 假设代理B工件按EDD规则排列,记此序列为σ1;代理A工件按EDD规则排列,记此序列为σ2,现
通过以下步骤把序列σ1,σ2 合并在序列σ上。

1)若序列σ1,σ2 上的工件加工时间不重合,那么把序列σ2 上的代理A工件放在σ1 上;

2)若序列σ1,σ2 上的工件加工时间重合,若:
(i)代理A工件加工未完成时代理B工件开始加工,且代理A工件不能中断,在序列σ上,若把代理B工件

往后移使得代理A工件完工,而代理B工件又不误工或代理B工件后移导致误工但不超过给定值U,那么代理

A工件加工完成后再加工代理B工件或误工的代理B工件放序列最后加工;若代理B工件后移导致误工且超过

给定值U,那么代理A工件在代理B工件完工后开始加工,能在O(n1logn1+n2logn2)内得到;
(ii)代理A工件在代理B工件加工未完成时开始加工,代理B工件可中断。若中断代理B工件加工代理A

工件使得代理B工件不误工或中断后代理B工件误工但不超过给定值U,那么在序列σ上中断代理B工件使之

不误工再加工代理A工件或误工的代理B放序列最后加工;若中断后代理B工件误工且总误工工件个数超过

U,代理A工件在代理B工件完工之后开始加工,时间复杂度为O(n1logn1+n2logn2)。
在序列σ上,只需要处理代理A和代理B加工时间有重合的工件,而所有步骤都能在O(n1logn1+n2logn2)

内完成。 证毕

在工件的到达时间与工期一致的情况下,考虑两个代理排序的最小化最大误工问题,即1|(rAi,dA
i),pmtnA|

TA
max∶fB

max≤W。Leung等人[2]研究了最大延迟带有到达时间与可中断情况下的时间复杂度,因此有如下定理。
定理5 问题1|(rAi,dA

i),pmtnA|TA
max∶fB

max能在O(n1logn1+n2logn2)时间内得到最优序列。
证明 代理B的目标函数不能超过W,即fB

max≤W。此函数是关于完工时间非减函数,只要满足代理B目

标函数的可行性即可。由正则函数的逆函数可得工件的最大完工时间为CB
j=fB-1

j (W),满足fB
j(CB

j)≤W,修订

工件JB
j 的工期为dB

j=fB-1
j (W),把代理B工件以修订后的工期从后往前排列,时间复杂度为O(n2logn2)。此时

把代理A工件插入序列,两个代理工件加工过程始终满足同一台机器只能加工一个工件,那么代理A工件可能

会被代理B工件中断,即代理A工件按照中断EDD规则排列,时间复杂度为O(n1logn1)。 证毕

Leung等人[2]研究了两个代理最大延迟的固定区间的问题,最大延迟和最大误工本质上没有区别,因而有

如下定理:
定理6 问题1|(rAi,dA

i),pmtnA;rBj,dB
j|TA

max∶fsblB 能在O(nn2+1
1 )内得到解决,其中n2 是代理B的服务区

间和时间窗口个数。
定理6的证明和Leung等人[2]对1|rAj,pmtnA;rBj,dB

j|LA
max∶fsblB 的证明类似。
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4总结

本文首先考虑了问题:1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|∑TA

i∶∑UB
j ≤Q的最优排序规则和拟多项式时间动态规

划算法。其次考虑了关于最大误工的复杂环境模型,给出问题1|(rAi,dA
i);rBj,pmtnB|TA

max∶∑UB
j≤U 的最优

排序规则和时间复杂度证明。以后可以将本文模型运用到平行机或者流水车间。
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OperationsResearchandCybernetics

Two-AgentSchedulingProblemaboutTardinessonaSingleMachine

ZHANGXingong1,CHENQiuhong1,WANGXiangbing2

(1.SchoolofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331;

2.SchoolofEconomics& Management,GuizhouUniversityofEngineeringScience,BijieGuizhou551700,China)

Abstract:[Purposes]Two-agentschedulingproblemabouttardinessonasinglemachineisconsideredhere.[Methods]Theobjective
ofthefirstagentistotaltardinessorthemaximumtardinesswithagreeableduedates,whilethesecondagentconsidersthenumber
oftardyjobwithpreemptiveorthemaximumcoastfunction.Thegoalistofindanoptimalschedulingincombinationwiththe
LawleralgorithmortheEDDruleinthecaseofmodeldeterminationthatminimizetheobjectiveofthefirstagentwhilekeepingthe
secondagentscheduleallitsjobsatisfythesecondagentfeasible.[Findings]Theoptimalschedulingisobtainedtominimizetheob-
jectivefunctionofthefirstagentundertheconditionthattheoptimalschedulerulesaboveislimited.[Conclusions]Adynamicpro-
grammingalgorithmispresentedforthetotaltardinessschedulingproblemandthemaximumtardinesstimecomplexityproofsare

givenhere.
Keywords:totaltardiness;two-agent;agreeable;themaximumtardiness
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