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Banach空间中强伪压缩映射Ishikawa迭代的强收敛定理
*

罗 萍

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】为了研究Banach空间中强伪压缩映射具有误差的Ishikawa迭代过程:xn+1=(1-αn-μn)xn+αnTyn+

μnun,yn=(1-βn-ηn)xn+βnTxn+ηnvn,n≥0,并进行推广。【方法】运用Banach空间中的基本等式和不等式,得到本文

所需要的不等式。【结果】证明了由带误差的Ishikawa迭代过程构建的迭代序列强收敛到强伪压缩映射的不动点。【结
论】所得主要结果推广了已有成果,且应用范围更广。
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1预备知识

本文用X 和X*记实Banach空间和它的对偶空间。C为X 的子集,T 为C 上的自映射,用F(T)记T 的不

动点集。对偶映射J:X→2X* 定义为J(x)={x*∈X*:<x,x*>= x 2,x* = x },∀x∈X。若X 为 Hil-
bert空间,则J=I,这里I为恒等映射。T:D(T)⊂X→X 称为强伪压缩的,若存在j(x-y)∈J(x-y)和k∈
(0,1)使得<Tx-Ty,j(x-y)>≤k x-y 2,∀x,y∈D(T),其中D(T)为T 的定义域。T:X→X 称为强增生

的,若存在j(x-y)∈J(x-y)和k∈(0,1)使得<Tx-Ty,j(x-y)>≥kx-y 2,∀x,y∈X。
最近,关于强伪压缩映射的不动点逼近问题受到了极大关注[1-9]。例如,Zhang[1]在Banach空间上研究了关

于强伪压缩映射的Ishikawa迭代过程,证明了如下定理。
定理1[1] 设X 为实Banach空间,D 为X 中非空凸子集,T:D→D 为连续的强伪压缩映射,其中参数k∈

(0,1)。任取x0∈D,定义序列{xn}:
xn+1=(1-αn)xn+αnTyn

yn=(1-βn)xn+βnTx{
n

,n≥0。这里αn,βn∈[0,1],a,τ∈(0,1-k)满足

0<a≤αn<1-k-τ,n≥0。
如果当n→∞时,有 Txn+1-Tyn →0,于是{xn}强收敛到T 的唯一不动点;进一步有:

xn-x* ≤ (1-aτ)n xn-x* 2+
(1-(1-aτ)n)M

aτ
,n≥0。

这里M=sup 1k2 Tyn-Txn+1
2,n≥{ }0 。

受上述事实启发,本文在Banach空间上引进强伪压缩映射的带误差的Ishikawa迭代过程并得到了强收敛

定理,所得结果推广了Zhang[1],Soltuz[2]和C′iric′[3]结果。
为了证明主要结果,需要下述引理。
引理1[10] 设T:X→X 为强增生算子,任给f∈X,定义映射S:X→X 为Sx=f-Tx+x,则S为强伪压缩

映射,即任给x,y∈X,有<Sx-Sy,j(x-y)>≤(1-k)x-y 2,这里k∈(0,1)。
引理2[11] 设{an}为非负实数列,满足an+1≤(1-αn)an+δn,n≥0,这里{αn}为(0,1)中序列且{δn}为实数

列,满足:(i)∑
∞

n=0
αn =∞;(ii)limsup

n→∞

δn

αn
≤0或∑

∞

n=0
δn < ∞。 则lim

n→∞
an=0。
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2主要结果

定理2 设C为实Banach空间X 中非空凸子集,T:C→C 为连续的强伪压缩映射,参数k∈(0,1),{un}和
{vn}为C中有界序列。任取x0∈C,定义{xn}如下:

xn+1=(1-αn-μn)xn+αnTyn+μnun

yn=(1-βn-ηn)xn+βnTxn+ηnv{
n

,n≥0。 (1)

这里{αn},{βn},{μn}和{ηn}为[0,1]中序列,满足∑
∞

n=0
αn=∞,lim

n→∞

μn

αn
=0。 若lim

n→∞
Txn+1-Tyn =0,则{xn}强收敛

到T 在C 中的不动点。
证明 T 的不动点存在性证明见文献[12],由T 的定义知T 的不动点是唯一的,设x*为T 的唯一不动点。
首先证明{xn}有界。令M1=supn≥0 Txn+1-Tyn ,M2=supn≥0 un-x* ,观察:

xn+1-x* 2=(1-αn-μn)<xn-x*,j(xn+1-x*)>+αn<Tyn-Txn+1,j(xn+1-x*)>+
αn<Txn+1-x*,j(xn+1-x*)>+μn<un-x*,j(xn+1-x*)>≤(1-αn-μn)xn-x* xn+1-x* +

αn Tyn-Txn+1 xn+1-x* +αnk xn+1-x* 2+μn un-x* xn+1-x* ≤
(1-αn-μn)xn-x* xn+1-x* +αnM1 xn+1-x* +αnk xn+1-x* 2+μnM2 xn+1-x* 。 (2)

于是有

xn+1-x* ≤1-αn-μn

1-αnk xn-x* + αn

1-αnkM1+ μn

1-αnkM2=

1-αn-μn

1-αnk xn-x* +αn(1-k)
1-αnk

M1

(1-k)+
μn

1-αnkM2≤max x0-x* ,M1

1-k
,M{ }2 。

从而{xn}有界。
下面证明lim

n→∞
xn=x*。设M3=supn≥0 xn+1-x* ,由(2)式知:

xn+1-x* 2≤(1-αn-μn)xn-x* xn+1-x* +αn Tyn-Txn+1 xn+1-x* +αnk xn+1-x* 2+

μn un-x* xn+1-x* ≤1-αn-μn

2
(xn-x* 2+ xn+1-x* 2)+αn Tyn-Txn+1 M3+αnk xn+1-x* 2+

μnM2M3≤
1-αn

2
(xn-x* 2+ xn+1-x* 2)+αn Tyn-Txn+1 M3+αnk xn+1-x* 2+μnM2M3。

于是

xn+1-x* 2≤ 1-αn

1+(1-2k)αn
xn-x* 2+ 2αn

1+(1-2k)αn
Tyn-Txn+1 M3+

2μn

1+(1-2k)αn
M2M3=

1- 2(1-k)αn

1+(1-2k)α
é

ë
êê

ù

û
úú

n
xn-x* 2+ 2(1-k)αn

1+(1-2k)αn

Tyn-Txn+1 M3

1-k +μn

αn

M2M3

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

k
。 (3)

下面分两种情况讨论参数 2(1-k)αn

1+(1-2k)αn
。

情形1,若0<k≤12
,注意αn≤1,则1+(1-2k)αn≤2(1-k)。于是 2(1-k)αn

1+(1-2k)αn
≥αn。

情形2,若12<k<1
,因为αn≥0,则1+(1-2k)αn≤1。于是 2(1-k)αn

1+(1-2k)αn
≥2(1-k)αn。

根据∑
∞

n=0
αn =∞ 知情形1和情形2都得到∑

∞

n=0

2(1-k)αn

1+(1-2k)αn
=∞。

另外一方面,注意lim
n→∞

Tyn-Txn+1 M3

1-k +μn

αn

M2M3

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

k =0。由(3)式及引理1可知{xn}强收敛x*。 证毕

注1 定理2对文献[1]中定理1作了如下推广:

(i)条件0<a≤αn<1-k-τ减弱为∑
∞

n=0
αn =∞。 例如,设αn=1n

,μn=1n2
,则∑

∞

n=0
αn =∞,lim

n→∞

μn

αn
=0。 但是

lim
n→∞

αn=0,因此0<a≤αn<1-k-τ不成立。

(ii)本文中带误差的Ishikawa迭代过程(1)为文献[1]中Ishikawa迭代过程(1)的推广。
(iii)本文证明方法相对于文献[1]中的证明更简单。
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定理3 设X 为实Banach空间,S:X→X 为连续的强增生算子,参数k∈(0,1),u{ }n 和 v{ }n 为X 中有界序

列。任给f∈X,定义映射T:X→X 为Tx=f-Sx+x,∀x∈X。任取x0∈C,定义{xn}如下:
xn+1=(1-αn-μn)xn+αnTyn+μnun

yn=(1-βn-ηn)xn+βnTxn+ηnv{
n

,n≥0。

这里{αn},{βn},{μn}和{ηn}为[0,1]中序列,满足∑
∞

n=0
αn=∞,lim

n→∞

μn

αn
=0。 若lim

n→∞
Txn+1-Tyn =0,则{xn}强收敛

到方程Sx=f的唯一解。
证明 显然,若x*∈X 为方程Sx=f的解,则x*为T 的不动点。根据引理1知T 是连续强伪压缩映射,

参数为1-k。于是由定理2知结论成立。 证毕

定理4 设C 为实Banach空间X 中非空凸子集,T:C→C 为连续的强伪压缩映射,参数k∈(0,1),任取

x0∈C,定义{xn}:
xn+1=(1-αn)xn+αnTyn

yn=(1-βn-ηn)xn+βnTx{
n

,n≥0。这里{αn}和{βn}为[0,1]中序列,满足∑
∞

n=0
αn =∞。 若

lim
n→∞

Txn+1-Tyn =0,则{xn}强收敛到T 在C 中的唯一不动点。

证明 令μn=ηn=0,则由定理2知结论成立。 证毕

参考文献:
[1]ZHANGSY.ConvergenceofIshikawaiterativesequence
forstronglypseudo-contractiveoperatorsinarbitraryBa-
nachspaces[J].MathCommun,2010,15:223-228.

[2]SOLTUZSM.Acorrectionforaresultonconvergenceof
Ishikawaiterationforstronglypseudo-contractive maps
[J].MathCommun,2002,7:61-64.

[3]CIRICLJB.Ishikawaiterativeprocessforstronglypseudo
contractiveoperatorsinarbitraryBanachspaces[J].Math
Commun,2003,8:43-48.

[4]ZHOU H Y,JIA Y.Approximationoffixedpointsof
stronglypseudo-contractive maps withoutLipschitzas-
sumption[J].ProcAmerMathSoc,1997,125:1705-1709.

[5]ISHIKAWAS.Fixedpointsbyanewiterationmethod[J].
ProcAmerMathSoc,1974,44:147-150.

[6]LIULW.Approximationoffixedpointsofastrictlypseu-
do-contractivemapping[J].Proc Amer MathSoc,1997,

125:1363-1366.
[7]SASTRYKPR,BABU G V R.Approximationoffixed

pointsofastrictlypseudo-contractivemappingsonarbi-
traryclosed,convexsetsinaBanachspace[J].ProcAmer
MathSoc,2000,128:2907-2909.

[8]HULG,WANGJP.Manniterationofweakconvergence
theoremsinBanachspace[J].ActaMathApplSinica(Eng-
lishSeries),2009,25:217-224.

[9]HULG.Animplicititerationprocesswitherrorsforafi-
nitefamilyofr-strictlyasymptoticallypseudo-contractive
mappings[J].Acta Math ApplSinica(EnglishSeries),

2007,23:281-288.
[10]CHANGSS,CHOYJ,LEEBS,etal.Iterativeapproxi-

mationsoffixedpointsandsolutionsforstronglyaccretive
and strongly pseudo-contractive mappingsin Banach
spaces[J].JMathAnalAppl,198,224:149-165.

[11]XUHK.Viscosityapproximationmethodsfornonexpan-
sivemappings[J].JMathAnalAppl,2004,298:279-291.

[12]DEIMLINGK.Zeroesofaccretiveoperators[J].Manu-
scriptaMath,1974,13:365-374.

StrongConvergenceTheoremofanIshikawaIterativeProcessfora
StronglyPseudo-ContractiveMappinginBanachSpaces

LUOPing
(SchoolofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]TostudyanIshikawaiterativeprocesswitherrorsforastronglypseudo-contractivemappinginBanachspace:

xn+1=(1-αn-μn)xn+αnTyn+μnun,yn=(1-βn-ηn)xn+βnTxn+ηnvn,n≥0,thenextendtheresults.[Methods]Inequalityre-
quiredbyLemma1.3isobtainedbyapplyingsomebasicequalityandinequalityinBanachspaces.[Findings]It'sprovedthattheiter-
ativesequencedefinedbyIshikawaiterativeprocesswitherrorsconvergestothefixedpointofthestronglypseudo-contractivemap-
ping.[Conclusions]Theresultsobtainedextendandimprovesomeknownresults,andcanbeappliedtomoreareas.
Keywords:strongconvergence;Ishikawaiterativeprocesswitherrors;stronglypseudo-contractivemapping;fixedpoint
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