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一维广义热传导方程的精确解
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摘要:【目的】为构造一维广义热传导方程新的精确解。【方法】利用李群分析法把一维广义热传导方程的解析求解问题约

化为寻找常微分方程精确解的研究和探索问题。【结果】结合试探函数法和观察法给出了一维广义热传导方程的许多新

的显式解析解和行波解。【结论】所得的新解析解扩展和完善了已有的结果。
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空间一维广义热传导方程[1]通常写为:
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这里u=u(t,x)表示温度是时间t和空间变量x的函数,κ为导温系数,α为常数,讨论非线性热传导问题要求α≠0,
幂函数D(u)=uα 表示扩散率。广义热传导方程(1)也可以写为:
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20世纪60年代以来,非线性科学飞跃发展,与之相应的物理学中非线性方程内容也日趋丰富,人们对于非

线性问题的关注越来越多,这些问题的解决最终都归结为求解非线性偏微分方程。非线性偏微分方程的精确求

解及解法研究[1-2]一直是近几年来诸多物理学家、数学家、科学家和实际应用工作者致力研究的重要前沿课题。
它在非线性科学的研究中占有重要的地位,极富挑战性。目前虽然已经提出了许多求非线性偏微分方程精确解

的方法[1-2],但由于求解非线性偏微分方程没有也不可能有统一而普遍的方法,因此继续寻找一些有效可行的方

法依然是一项重要且有价值的工作,也一直是学术界的热门研究课题之一。
非线性方程大多源自广泛的物理问题及其他非线性科学应用领域问题,且通常情况下是很难求解的。一方

面,需要不断探求获得解析解的一些新方法和新技术;例如试探函数法就是应用某些初等函数作为非线性方程

解的试探函数[1-2],从而获得一些非线性方程的准确解,但该方法关键在于正确选择试探函数,而对每一个非线

性方程如何选取合适的试探函数,是一个需要探索和思考的过程。另一方面,有些非线性方程即便求出了解析

解,但该解或是以隐函数形式出现,或是不便于实际应用。
经典李群分析法的奠基人Lie的基本思想是对给定的微分方程,如何找出使方程形式不变的变换群;如何利

用已找出的变换群使常微分方程降阶,使偏微分方程降维或将之转化为常微分方程,从而进一步研究约化的常

微分方程,进而求得微分方程某些解的解析表达式。李群分析法在微分方程的精确求解研究中,是一个锐利的

工具同时也是解析求解的重要方法之一。虽然,Lie的想法在理论上可求解任何偏微分方程,但基于实际计算的

复杂性和研究的局限性等因素,李群理论沉睡了近半个世纪,直到1950年,Birkhoff[3-4]将李群应用到流体力学

中的一些偏微分方程才吸引了人们的兴趣和注意。近年来,随着科学技术的迅猛发展,特别是现代科学高性能

计算机、智能计算机和软件的不断发展和更新,李群理论得到广泛应用和深入研究[5-11]。特别地,改进的李群分

析法已被应用到偏微分积分方程[10]、随机微分方程和时滞微分方程[11]以及其他新领域。
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本文利用经典的李群分析法[9-11]结合试探函数法及观察法,探讨并寻找广义热传导方程(1)的显式解析解、
隐式解析解和行波解。

1广义热传导方程(1)所接受的李群

Lie[12]证明了带空间变量x的二阶演化偏微分方程ut=F(t,x,u,ux,uxx),∂F∂uxx
≠0接受的无穷小对称算子

形如:

X=τ(t)∂∂t+ξ
(t,x,u)∂∂x+η

(t,x,u)∂∂u
。 (3)

根据已有算法[9-11],方程(2)的对称算子(3)式的延拓算子为X
~
=X+ηut ∂
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。式中:ηut=Dtη-

ut(t,x,u)Dtτ(t)-ux (t,x,u)Dtξ(t,x,u),ηux =Dxη-ux (t,x,u)Dxξ(t,x,u),ηuxx =Dxηux -
uxx(t,x,u)Dxξ(t,x,u),其中,Dt,Dx 分别是关于t和x 的全微分算子,于是方程(2)的决定方程为:

X
~(E(t,x,u,ut,ux,uxx))|(2)=0。

这里|(2)表示对方程(2)的任一解u=u(t,x)决定方程恒成立,从而决定方程简化为:

uα+1κ(uξuu+αξu)u3x+κuα(u2(2ξux-ηuu)+uα(2ξx-ηu-τt)+α2-α)u2x+2κuα+2ξuuxuxx+
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因此进一步得到超决定方程组:
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组的通解为τ=c1t+c2,ξ=c3x+c4,η=
1
α
(2c3-c1)u。故方程(2)所接受的算子(3)构成一个四维李代数L4=

{X1,X2,X3,X4},即X1=∂∂t
,X2=∂∂x

,X3=αt∂∂t-u
∂
∂u
,X4=αx∂∂x+2u

∂
∂u
。

2四维李代数L4的子李代数分类

表1 李代数L4={X1,X2,X3,X4}的交换位子

Tab.1 CommutatorofLiealgebraL4={X1,X2,X3,X4}

[,] X1 X2 X3 X4

X1 0 0 αX1 0

X2 0 0 0 αX2

X3 -αX1 0 0 0

X4 0 -αX2 0 0

  根据偏微分方程精确解的构造方法[9-11],利用四维李

代数L4 构造广义热传导方程(2)的群不解,需要李代数L4
子李代数的一维最优系统。

根据李代数L4 的交换运算表得内自同构:A1:x1=
x1-αa1x3,A2:x2=x2-αa2x4,A3:x1=eαa3x1,A4:x2=
eαa4x2。这里仅写出坐标被改变的变换,其中ai(i=1,2,

3,4)分别是内自同构Ai(i=1,2,3,4)的参数。利用两步

算法[13],注意到理想I={X1,X2},四维李代数L4 的一维

最优子李代数系统为:

X1,X2,X3,X4,X4+εX1,X1+εX2,X3+εX2,X3+βX4,β∈R,β≠0,ε=±1。

3广义热传导方程(1)的群不变解与显式解析解

3.1对算子X1,方程(1)的群不变解与显式解析解

算子X1 的不变量为x,u,假设u=f(x)是方程(1)的解,函数f满足二阶非线性常微分方程ff″+αf′2=0。
求出此方程的通解,进一步得方程(1)的显式解析解为:

u=c1ec2x,α=-1;u=[(1+α)(c1x+c2)]
1
1+α,α≠-1。

其中,c1,c2 是任意积分常数。
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3.2对算子X2,方程(1)的群不变解与显式解析解

算子X2 的不变量为t,u,假设u=f(t)是方程(1)的解,于是得方程(1)的解为u=c,c∈R。

3.3对算子X3,方程(1)的群不变解与显式解析解

算子X3 的不变量为x,t
1
αu,方程(1)的解析表达式可写为u=t-

1
αf(x),其中f满足方程:

καfαf″+κα2fα-1f′2+f=0。 (4)

特别地取α=2,利用试探函数法,设f(x)=ax+b,a,b∈R是方程(4)的解,则解之得a=-14κ
,b=0,f(x)=

-14κx
。此时,方程(2)的一个显式解析解为u=-14κt

-2x,α=2。

类似地,选取α=1,用试探函数法,设f(x)=ax2+bx+c,a,b,c∈R是方程(4)的解,则解之得a=-16κ
,c=

-32κb
2,b∈R。此时,方程(2)的一个显式解析解为u=t-1 -16κx

2+bx-32κb
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3.4对算子X4,方程(1)的群不变解与显式解析解

算子X4 的不变量为t,x-2αu,方程(1)的解析表达式为u=x
2
αf(t),其中函数f满足f′=2κ

(α+2)
α2 fα+1,解

之得f= -2κ
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-1α,c∈R。所以方程(1)的一个显式解析解为u=x

2
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α≠0。

3.5对算子X4+εX1,ε=±1,方程(1)的群不变解与显式解析解

算子X4+εX1,ε=±1的不变量为αεt+ln|x|,x-2αu,方程(1)的解析表达式可写为u=x
2
αf(z),z=αεt+

ln|x|,ε=±1,这里f满足方程:

κfα 2
α
2
α

æ

è
ç

ö

ø
÷+1f+ 4

α
æ

è
ç

ö

ø
÷+3f′+f″+αf-1f′é

ë
êê

ù

û
úú

2 -αεf′=0。 (5)

特别地取α=-2,由观察法发现f(z)=c,c≠0,c∈R是方程(5)的一个平凡解。从而求得方程(1)的一个显式

解析解为u=c
x
,c≠0,c∈R,α=-2。

3.6对算子X1+εX2,ε=±1,方程(1)的群不变解与显式解析解

算子X1+εX2,ε=±1的不变量为x+εt,u,方程(1)的解可假设为u=f(z),z=x+εt,ε=±1,其中f满足

方程:

εf′-καfα-1f′2-κfαf″=0。 (6)
特别地取α=1,方程(6)简化为εf′-κ(ff′)′=0,其隐式通解为κεf-c1lnεf+c1 =z+c2,c1,c2∈R。因此求

得方程(1)的一个隐式解析解为:

u=f(z),κεf-c1lnεf+c1 =z+c2,c1,c2∈R,z=x+εt,ε=±1,α=1。 (7)
另外对α=1,利用幂试探函数法,设f(z)=az+b,a,b∈R是方程(6)的解,于是把f(z)=az+b,a,b∈R代入方

程(6),解得a=ε
κ
,b∈R。从而求得方程(1)的一个显式解析解为:

u=ε
κ
(x+εt)+b,b∈R,ε=±1,α=1。 (8)

注 方程(1)的显式解析解(8)是隐式解析解(7)中积分常数c1=0的特殊情况。

3.7对算子X3+εX2,ε=±1,方程(1)的群不变解与显式解析解

算子X3+εX2,ε=±1的不变量为αεx+lnt,t
1
αu,方程(1)的解可表示为u=t-

1
αf(z),z=αεx+lnt,ε=±1,

这里f满足方程:

κα3fαf″+αf′-κα4fα-1f′2-f=0。 (9)
特别地取α=1,方程(9)简化为κ(ff″-f′2)+f′-f=0,由观察法可知f(z)=cez,c∈R是该方程的解。因此

求得方程(1)的一个显式解析解为u=ceεx,c∈R,ε=±1,α=1。
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3.8对算子X3+βX4,β∈R,β≠0,方程(1)的群不变解与显式解析解

算子X3+βX4,β∈R,β≠0的不变量为xt-β,t-
2β-1

α u,方程(1)的解可以表示为u=t
2β-1

α f(z),z=xt-β,β∈R,

β≠0,其中f满足方程:

καfαf″+κα2fα-1f′2+(1-2β)f=0。 (10)

特别地取α=1,β≠
1
2
,用试探函数法,设f(z)=az2+bz+c,a,b,c∈R是方程(10)的解,于是将f(z)=az2+

bz+c,a,b,c∈R代入方程(10),解得a=2β-16κ
,c=3b

2κ
4β-2

,b∈R。故方程(1)的一个显式解析解为:

u=t2β-1 2β-16κ x2t-2β+bxt-β+3b
2κ

4β
æ

è
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ø
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-2
,b∈R,α=1,β≠

1
2
。

类似地,如果α=1,β=
1
2
,方程(10)简化为ff″+f′2=0,通解为f(z)= c1z+c2,c1,c2∈R,从而方程(1)

的一个显式解析解为u= c1xt-
1
2+c2,c1,c2∈R,α=1,β=

1
2
。

类似地取α=1,β≥
1
2
,用试探函数法,设f(z)=az+b,a,b∈R是方程(10)的解,于是将f(z)=az+b,

a,b∈R代入方程(10),解得a=± 2β-1
4κ

,b∈R。求得方程(1)的一个显式解析解为u=± 2β-1
4κ xt-β+b,

b∈R,α=2,β≥
1
2
。

另外,如果β=
1
2
,方程(10)简化为ff″+αf′2=0,通解为f(z)=c1ec2z,c1,c2∈R,α=-1;当α≠-1时方

程(10)的通解为f(z)=[c1((α+1)z+c2)]
1

α+1,c1,c2∈R。因此得方程(1)的一个显式解析解分别为:

u=c1ec2z,z=xt-
1
2,c1,c2∈R,α=-1,

u=[c1((α+1)xt-
1
2+c2)]

1
α+1,c1,c2∈R,α≠-1,α≠0。

4广义热传导方程(1)的行波解

广义热传导方程(1)的行波解设为u(t,x)=u(ξ),ξ=x-ct,这里c为常数,代入方程(1)得:

-cdudξ
=κddξ

uαdu
d

æ

è
ç

ö

ø
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ξ
,

该方程两边关于ξ积分一次得κ(uα+1)′-c(α+1)u=A(α+1),其中A 为积分常数。对特殊常数A=0采用

试探函数法,假设试探函数为一幂函数u=B(ξ-ξ0)b,ξ0 为任意常数,代入上式得b=1α
,B=- αcæ

è
ç

ö

ø
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κ

1
α,因而求得

方程(1)的行波解为:

u= -αcκ x-ct-ξ( )
é

ë
êê

ù

û
úú0

1
α。 (11)

利用算子X3 对应的单参数李群x=x,t=eaαt,u=e-au,这里a是参数,注意到(11)式是方程(1)的解,则广

义热传导方程(1)的行波解为u=ea -αcκ
(x-ceαat-ξ0

é

ë
êê

ù

û
úú)
1
α。

类似地,算子X4 对应的单参数李群为x=eaαx,t=t,u=e2au,其中a为参数,因(11)式是方程(1)的解,所以

又可得到广义热传导方程(1)的另一个行波解为u=e-2a -αcκ
(eαax-ct-ξ0

é

ë
êê

ù

û
úú)
1
α。

5结论

利用经典的李群分析法[9-11]找到了一维广义热传导方程(1)所接受的李群,给出了一维广义热传导方程(1)
决定方程的通解、对称、群不变解、约化的常微分方程以及一些显式解析解。特别地,用试探函数法和观察法找

到了许多约化的常微分方程的显式解析解,从而得到一维广义热传导方程(1)的诸多显式解析解。另外,用试探
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函数法和解的群变换找到了一维广义热传导方程(1)的许多行波解。
对于一维广义热传导方程(1)的数值解来说,精确解更有助于验算数值解的正确性和鉴定所使用数值算法

的优劣,利用显式解析解可以验证在相同参数条件下得到的数值解的可靠性,为今后进一步讨论这些解的实际

意义奠定理论基础,更为工程上的实际应用提供可靠的理论依据和参考。
已找到的这些新结果,对进一步丰富和发展一维广义热传导方程(1)的解法研究是有价值和意义的;更多的

解法技术和新的显式解析解值得今后进一步探索和深思。
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ExactSolutionsofOne-DimensionalGeneralHeatConductionEquation

LINFubiao1,ZHANGQianhong1,ZHANGJun1,LONGWen2

(1.SchoolofMathematicsandStatistics,GuizhouUniversityofFinanceandEconomics;

2.GuizhouKeyLaboratoryofEconomicsSystemSimulation,GuizhouUniversityofFinanceandEconomics,Guiyang550025,China)

Abstract:[Purposes]Theexactsolutionsofone-dimensionalgeneralheatconductionequationareconstructed.[Methods]Searching
forexactsolutionsofone-dimensionalgeneralheatconductionequationisreducedtostudyandfindexactsolutionsofthecorrespond-
ingtoordinarydifferentialequation.[Findings]Inaddition,manynewexplicitanalyticalsolutionsandtravellingwavesolutionsof
one-dimensionalgeneralheatconductionequationarepresentedbyuseoftheLiegroupanalysismethod,transformation-trialfunc-
tionmethodandobservationalmethods.[Conclusions]Thenewanalyticalsolutionsobtainedhereextendtheexistingstudy.
Keywords:one-dimensionalgeneralheatconductionequation;Liegroupanalysismethod;transformation-trialfunctionmethod;obser-
vationalmethod;analyticalsolution;travellingwavesolution
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