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NA随机变量随机和的差的精确大偏差
*

华志强,张春生,陈丽莹,盛婷婷

(内蒙古民族大学 数学学院,内蒙古 通辽028043)

摘要:【目的】研究由两类保单构成的随机和的差∑
N1(t)

j=1
X1j-∑

N2(t)

j=1
X2j 的相依风险模型,该风险模型中第一类保单{X1j,j≥1}

是一个负相协(Nagativelyassociated,NA)随机变量序列,{X2j,j≥1}是一个独立的随机变量序列,{N1(t),t≥0}和{N2

(t),t≥0}是两个计数过程。【方法】采用类似求独立随机变量随机和的差的精确大偏差的渐近极限方法,研究了NA随机

变量随机和的差的精确大偏差问题。【结果】引入一些假设条件,得到如下的一致渐近极限结论,即:对于任意固定的γ>

μ2,有lim
t→∞

sup
x≥γ(λ1(t))p+1

P ∑
N1(t)

j=1
X1j-∑

N2(t)

j=1
X2j-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>( )x

λ1(t)F1(x) -1 =0。 【结论】推广了独立随机变量随机和

的差的精确大偏差的相应结论。
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随着保险业的快速发展,近年来保险风险理论越来越受到学者们的关注,相依风险模型中的破产概率和大

偏差理论也渐成热点问题。华志强和张春生[1]构造了由一类保单生成的推广的延拓负相依风险模型,得到该模

型精确大偏差的渐近结论;吕海娟等人[2]建立了带有齐次 Markov链利率过程的单一保单的相依风险模型,得到

该离散时模型的破产概率的上界;刘利敏和牛海峰[3]构造了具有干扰的单险种多索赔情形风险模型,得到该模

型的破产概率;华志强等人[4]给出由两类保单构建了一个带随机利率的二维离散相依风险模型,得到该模型的

破产概率的渐近公式;薛冬梅和华志强[5]研究了多类保单形成的多元相依风险模型的精确大偏差问题,得到了

该多元相依风险模型中的长尾END的精确大偏差的一致渐近下界。但对于保险公司内部两个保单比较的研究

甚少,Lu等人[6]建立了两个保单比较的模型:

∑
N1(t)

j=1
X1j-∑

N2(t)

j=1
X2j, (1)

其中用两个独立同分布的随机变量序列{X1j,j≥1}和{X2j,j≥1}来表示保险公司的两类保单,∑
N1(t)

j=1
X1j 和∑

N2(t)

j=1
X2j

分别是这两个序列的随机和,N1(t)和N2(t)是两个相互独立的计数过程,Lu等人[6]得到了独立随机变量随机和

的差的精确大偏差的一致渐近极限。
基于上述文献,本文考虑模型(1),将第一类保单{X1j,j≥1}由独立同分布的条件改为NA同分布的条件,将

模型(1)变为相依风险模型,采用类似求独立随机变量随机和的差的精确大偏差的渐近极限方法,得到NA随机

变量随机和的差的精确大偏差的一致渐近极限结论。

1预备知识

下面给出本文所需的一些概念和命题,设 X 是一个定义在(-∞,∞)上的随机变量,它的分布函数是
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F(x)=P(X≤x),记F(x)=1-F(x)=P(X>x)为X 的尾概率。
定义1[7] 非负随机变量X 或其分布函数F(x)为重尾的,如果EebX 不存在,其中b是正数。若F(x)满足

lim
y↓1
liminf

x→∞

F(xy)
F(x)

=1或lim
y↑1
limsup

x→∞

F(xy)
F(x)

=1。则称随机变量 X 或其分布函数F(x)属于一致变化尾分布族

(C),简记F∈C。如果对任意固定的y∈(0,1)或等价地任意的y=æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,有limsup

x→∞

F(xy)
F(x)

<∞成立,则称随机变

量X 或其分布函数F(x)属于控制变化尾分布族(D),简记F∈D。C 族和 D 族是重尾分布族的两个子族,且
C⊂D。

定义2[7] 对任意的y>0,记γ(y)∶=liminf
x→∞

F(xy)
F(x)

,称γF∶=inf-logγ
(y)

logy
:y>{ }1 为为非负的、非减函数

f(x)=(F(x))-1(x>0)的上 Matuszewska指标。
定义3[8] 设正整数n≥2,如果对于{1,2,…,n}中的任意两个非空的、互不相交的子集A1 和 A2,都有

cov(f1(Xi,i∈A1),f2(Xi,i∈A2))≤0,则称随机变量{Xi,i=1,2,…,n}是负相协的(NA),这里f1 和f2 是两

个使得对上式有意义的非增函数。称随机变量序列{Xi,i≥1}是一个NA序列,如果对于任意大于等于2的正整

数n,X1,X2,…,Xn 是NA的。
命题1[8] 设{X1j,j≥1}为一个非负NA同分布的随机变量序列,分布函数F1∈C,存在有限均值0<μ1<∞,

且γF1≥1。设{X2j,j≥1}为一个非负独立同分布的随机变量序列,分布函数为F2,且存在某个常数p>γF1
满足

EXp+1
2j <∞。对于i=1,2,ni(t)是个取正整数值的函数,当t→∞时有ni(t)→∞,记Si

1,ni(t)=∑
ni(t)

j=1
Xij 为{Xij,j≥1}

的部分和。假设{X1j,j≥1}和{X2j,j≥1}是相互独立的,如果对于任意的0≤a<∞,n1(t)和n2(t)满足lim
t→∞

n2(t)
n1(t)=a,

则对于任意固定的γ>0,有:

lim
t→∞

sup
x≥γ(n1(t))

p+1

P(S11,n1(t)-S
2
1,n2(t)-(μ1n1(t)-μ2n2(t))>x)

n1(t)F1(x)
-1 =0。

2NA随机变量随机和的差的精确大偏差

定理1 设{X1j,j≥1}为一个非负NA同分布的随机变量序列,分布函数F1∈C,存在有限均值0<μ1<∞,
且γF1≥1。设{X2j,j≥1}为一个非负独立同分布的随机变量序列,分布函数为F2,且存在某个常数p>γF1

满足

EXp+1
2j <∞。对于i=1,2,{Ni(t),t≥0}是个取非负整数值的计数过程,当t→∞时有ENi(t)=λi(t)→∞,记

Si
1,Ni(t)=∑

Ni(t)

j=1
Xij 为{Xij,j≥1}的随机和。假设{X1j,j≥1}和{X2j,j≥1}与{N1(t),t≥0}和{N2(t),t≥0}是彼此

相互独立的,且{Ni(t),t≥0}(i=1,2)满足对任意的δ>0和某个常数p>γF1
,有:

lim
t→∞

ENp
i(t)I{Ni(t)>(1+δ)λ(t)}

λi(t) <∞。 (2)

如果对于任意的0≤a<∞,λ1(t)和λ2(t)满足:

lim
t→∞

λ2(t)
λ1(t)=a, (3)

则对于任意固定的γ>μ2,有:

lim
t→∞

sup
x≥γ(λ1(t))

p+1

P S11,N1(t)-S
2
1,N2(t)- μ1λ1(t)-μ2λ2(t( ))>( )x

λ1(t)F1(x)
-1 =0。 (4)

注 由Ng等人[9]的引理2.4可知(2)式成立就意味着当t→∞时有Ni(t)
λi(t)→

P

1成立。

证明 对任意的0<δ<1,由定理的假设条件,将P(S11,N1(t)-S
2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x)分成如下的4

个部分,即:

P(S11,N1(t)-S21,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x)=∑
1≤i≤4

P(Ai), (5)
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这里

A1= S11,N1(t)-S
2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)-1 <δ.N2(t)

λ2(t)-1 <{ }δ ,

A2= S11,N1(t)-S
2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)-1 >δ

,N2(t)
λ2(t)-1 <{ }δ ,

A3= S11,N1(t)-S
2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)-1 <δ

,N2(t)
λ2(t)-1 >{ }δ ,

A4= S11,N1(t)-S
2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)-1 >δ

,N2(t)
λ2(t)-1 >{ }δ 。

首先处理P(A1)。由命题1可知,对任意固定的γ>μ2,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A1)≤P(S11,(1+δ)λ1(t)-S
2
1,(1-δ)λ2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x)P(N1(t)/λ1(t)-1 <δ)P(N2(t)/λ2(t)-1 <δ)≤

P(S11,(1+δ)λ1(t)-S
2
1,(1-δ)λ2(t)-((1+δ)μ1λ1(t)-(1-δ)μ2λ2(t))>x-δμ1λ1(t)-δμ2λ2(t))≤

(1+δ)2λ1(t)F1(x-δμ1λ1(t)-δμ2λ2(t))。 (6)
又由命题1及(2)式的等价条件可得P(A1)的下界,即对任意固定的γ>μ2,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一

致地有:

P(A1)≥P(S1(1-δ)λ1(t)-S
2
(1+δ)λ2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x)P(N1(t)/λ1(t)-1 <δ)P(N2(t)/λ2(t)-1 <δ)≥

(1-δ)2P(S1(1-δ)λ1(t)-S
2
(1+δ)λ2(t)-((1-δ)μ1λ1(t)-(1+δ)μ2λ2(t))>x+δμ1λ1(t)+δμ2λ2(t))≥
(1-δ)4λ1(t)F1(x+δμ1λ1(t)+δμ2λ2(t))。 (7)

由定义1可知,对任意固定的γ>μ2,有:

lim
δ↓0
 lim
t→∞

sup
x≥γ(λ1(t))

p+1

F1(x-δμ1λ1(t)-δμ2λ2(t))
F1(x)

-1 =0, (8)

以及

lim
δ↓0
 lim
t→∞

sup
x≥γ(λ1(t))

p+1

F1(x+δμ1λ1(t)+δμ2λ2(t))
F1(x)

-1 =0。 (9)

连接(6)~(9)式,对任意固定的γ>μ2,有:

lim
δ↓0
 lim
t→∞

sup
x≥γ(λ1(t))

p+1

P(A1)
λ1(t)F1(x)

-1 =0。 (10)

其次处理P(A2)。将概率P(A2)分为P(A1
2)和P(A2

2)两部分,这里

A1
2={S11,N1(t)-S

2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)>1+δ

,N2(t)
λ2(t)-1 <δ

},

A2
2={S11,N1(t)-S

2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)<1-δ

,N2(t)
λ2(t)-1 <δ

}。

先估计P(A1
2)。对任意固定的γ>μ2,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A1
2)≤P S11,N1(t)>x+μ1λ1(t)-μ2λ2(t),

N1(t)
λ1(t)>

1+æ

è
ç

ö

ø
÷δ ≤

∑
∞

n>(1+δ)λ1(t)
P S11,n >x-μ2λ2(t( ))P(N1(t)=n)≤

∑
∞

n>(1+δ)λ1(t)
nF1(v(x-μ2λ2(t)))+c n

x-μ2λ2(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
1/

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

P(N1(t)=n)=

F1(v(x-μ2λ2(t)))EN1(t)I{N1(t)>(1+δ)λ1(t)}+c(x-μ2λ2(t))-1
/vEN1/v

1 (t)I{N1(t)>(1+δ)λ1(t)}
。 (11)

由Chen等人[10]的引理2.3可得到(11)式的第3个不等式,即:对任意固定的γ>μ2 和v>0,存在某个常数0<c
=c(v)<∞,当t充分大时,对所有的n=1,2,…,以及x≥γ(λ1(t))p+1>μ2λ2(t)有:

P(S11,n>x-μ2λ2(t))≤nF1(v(x-μ2λ2(t)))+c
n

x-μ2λ2(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
1/v
。

由Hua和Song[7]的命题2.7及(2)式可得到(11)式中最后等式的第二项,即,取1
v=p>γF1≥1,有
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(x-μ2λ2(t))-1
/v=o(F1(x-μ2λ2(t))) (12)

和

EN1/v
1 (t)I{N1(t)>(1+δ)λ1(t)}=o(λ1(t))。 (13)

利用Hua和Song[7]的命题2.6,存在正数x0 和B,对任意固定的γ>μ2 及p>γF1
,当t充分大时,对所有的

x≥ 1-μ2æ

è
ç

ö

ø
÷

γ
-1

x0,有:

0<F1(x-μ2λ2(t))
F1(x)

≤F1(x(1-μ2/γ))
F1(x)

≤B1-μ2æ

è
ç

ö

ø
÷

γ
-p
。 (14)

连接(12)~(14)式,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

c(x-μ2λ2(t))-vEN1/v
1 (t)I{N1(t)>(1+δ)λ1(t)}=o(λ1(t)F1(x))。 (15)

由(2)式成立知当t→∞时,有Ni(t)
λi(t)→

P

1成立。可知(11)式中最后等式的第一项,当t→∞时,有:

EN1(t)I{N1(t)>(1+δ)λ1(t)}=o(λ1(t))。 (16)
由F∈C ⊂D 及(16)式,对任意固定的γ>μ2 及v>0,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

F1(v(x-μ2λ2(t)))EN1(t)I{N1(t)>(1+δ)λ1(t)}=o(λ1(t)F1(x))。 (17)
将(15)~(17)式代入到(11)式中可得,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A1
2)=o(λ1(t)F1(x))。 (18)

随后估计P(A1
2)。由命题1可知,对任意固定的γ>μ2,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A2
2)≤P(S11,(1-δ)λ1(t)-S

2
1,(1-δ)λ2(t)-((1-δ)μ1λ1(t)-(1-δ)μ2λ2(t))>x+δμ1λ1(t)-δμ2λ2(t))·

P(N1(t)<(1-δ)λ1(t))≤(1-δ2)λ1(t)F1(x+δμ1λ1(t)-δμ2λ2(t))P(N1(t)<(1-δ)λ1(t))。

由(2)式成立就意味着当t→∞时有Ni(t)
λi(t)→

P

1成立可得,对于任意的0<δ<1,当t→∞时,有:

P(N1(t)<(1-δ)λ1(t))=o(1)。 (19)
由 C 族的定义知,对任意固定的γ>μ2 及充分小的δ>0,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

F1(x+δμ1λ1(t)-δμ2λ2(t))≤(1+δ)F1(x)。 20)
连接(19),(20)式,令δ↓0,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A2
2)=o(λ1(t)F1(x))。 (21)

连接(18),(21)式,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A2)=o(λ1(t)F1(x))。 (22)
再次处理P(A3)。将概率P(A3)分为P(A1

3)和P(A2
3)两部分,这里:

A1
3={S11,N1(t)-S

2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)-1 <δ

,N2(t)
λ2(t)>1+δ

},

A2
3={S11,N1(t)-S

2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)-1 <δ

,N2(t)
λ2(t)<1-δ

}。

先估计P(A1
3),对任意固定的γ>μ2,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A1
3)≤P(S11,(1+δ)λ1(t)-S

2
1,(1+δ)λ2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x)P

N1(t)
λ1(t)-1 <

æ

è
ç

ö

ø
÷δP N2(t)

λ2(t)>1+
æ

è
ç

ö

ø
÷δ 。(23)

由(2)式成立就意味着当t→∞时有Ni(t)
λi(t)→

P

1成立及命题1可知,对任意固定的γ>μ2 和任意的0<δ<1,当

t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(N2(t)>(1+δ)λ2(t))=o(1), (24)
和

P(S11,(1+δ)λ1(t)-S
2
1,(1+δ)λ2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x)≤(1+δ)

2λ1(t)F
~
1(x-δμ1λ1(t)+δμ2λ2(t))。 (25)

连接(23)~(25)式,对任意固定的γ>μ2 和任意的0<δ<1,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A1
3)≤δ(1+δ)2λ1(t)F

~
1(x-δμ1λ1(t)+δμ2λ2(t))。 (26)
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由C族的定义知,对任意固定的γ>μ2,有:

lim
δ↓0
 lim
t→∞

sup
x≥γ(λ1(t))

p+1

F1(x-δμ1λ1(t)+δμ2λ2(t))
F1(x)

-1 =0。 (27)

由(26)式和(27)式可得,令δ↓0,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A1
3)=o(λ1(t)F1(x))。 (28)

随后估计P(A2
3)。对任意固定的γ>μ2 和任意的0<δ<1,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A2
3)≤P(S11,(1+δ)λ1(t)-(1+δ)μ1λ1(t)>x-δμ1λ1(t)-μ2λ2(t))·

P N1(t)
λ1(t)-1 <

æ

è
ç

ö

ø
÷δP(N2(t)<(1-δ)λ2(t))。 (29)

利用命题1,对任意固定的γ>μ2 和任意的0<δ<1,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(S11,(1+δ)λ1(t)-(1+δ)μ1λ1(t)>x-δμ1λ1(t)-μ2λ2(t))≤(1+δ)
2λ1(t)F

~
1(x-δμ1λ1(t)-δμ2λ2(t))。 (30)

类似(19)式可得,对任意的δ>0,当t→∞时,有:

P(N2(t)<(1-δ)λ1(t))=o(1)。 (31)
连接(29)~(31)式,对任意固定的γ>μ2 和任意的0<δ<1,当t充分大时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A2
3)≤δ(1+δ)2λ1(t)F1(x-δμ1λ1(t)-μ2λ2(t))。

类似(10)式可得,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A2
3)=o(λ1(t)F1(x))。 (32)

由(28),(32)式可得,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A3)=o(λ1(t)F1(x))。 (33)
最后处理P(A4)。将概率P(A4)分为P(A1

4)和P(A2
4)两部分,这里:

A1
4= S11,N1(t)-S

2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)>1+δ

,N2(t)
λ2(t)-1 >{ }δ ,

A2
4= S11,N1(t)-S

2
1,N2(t)-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>x,

N1(t)
λ1(t)>1+δ

,N2(t)
λ2(t)-1 >{ }δ 。

类似处理P(A1
2)的(11)~(18)式可得,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A1
4)≤P S11,N1(t)>x+μ1λ1(t)-μ2λ2(t),

N1(t)
λ1(t)>1+

æ

è
ç

ö

ø
÷δ =o(λ1(t)F1(x))。 (34)

进一步类似处理P(A23)的(29)~(32)式可得,令δ↓0,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1

一致地有:

P(A2
4)≤P(S11,(1-δ)λ1(t)-(1-δ)μ1λ1(t)>x+δμ1λ1(t)-μ2λ2(t))P(N1(t)<(1-δ)λ1(t))P N2(t)

λ2(t)-1 >
æ

è
ç

ö

ø
÷δ ≤

(1-δ)2δ2λ1(t)F1(x+δμ1λ1(t)-μ2λ2(t))=o(λ1(t)F1(x))。 (35)
由(34),(35)式可得,对任意固定的γ>μ2,当t→∞时,关于x≥γ(λ1(t))p+1一致地有:

P(A4)=o(λ1(t)F1(x))。 (36)
由(10),(22),(33)和(36)式可知(4)式成立,故定理得证。 证毕
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PreciseLargeDeviationfortheDifferenceofRandomSumofNARandomVariables

HUAZhiqiang,ZHANGChunsheng,CHENLiying,SHENGTingting
(CollegeofMathematics,InnerMongoliaUniversityfortheNationalities,TongliaoInnerMongolia028043,China)

Abstract:[Purposes]Itinvestigatesthedependentriskmodeloftherandomdifference∑
N1(t)

j=1
X1j-∑

N2(t)

j=1
X2jbetweenthetwotypesofpo-

lices,where{X1j,j≥1}isasequenceofNA(negativelyassociated)randomvariables,{X2j,j≥1}isasequenceofindependentran-
domvariables,{N1(t),t≥0}and{N2(t),t≥0}aretwoindependentcountingprocesses.[Methods]Studytheissueofpreciselarge
deviationforthedifferenceofrandomsumofNArandomvariablesbyusingthesimilarmethodtofindtheasymptoticlimitofthe

preciselargedeviationforthedifferenceofrandomsumofindependentrandomvariables.[Findings]Undersomegivenassump-
tions, the following uniformly asymptotic limit is established, that is, for any fixed γ > μ2,

lim
t→∞

sup
x≥γ(λ1(t))

p+1

P ∑
N1(t)

j=1
X1j-∑

N2(t)

j=1
X2j-(μ1λ1(t)-μ2λ2(t))>( )x

λ1(t)F1(x)
-1 =0.[Conclusions]Thisresultgeneralizesthecorrespond-

ingresultofthepreciselargedeviationforthedifferenceofrandomsumofindependentrandomvariables.
Keywords:preciselargedeviation;negativeassociation;differenceofrandomsum

(责任编辑 许 甲)

39Vol.34No.5     JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://www.cqnuj.cn


