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连通2-Kn-残差图的一个注记
*

廖 江 东

(长江师范学院 数学与统计学院,重庆 涪陵408100)

摘要:【目的】对Erdös等人关于连通m-Kn-残差图的最小阶和极图的两个猜想进行修正。【方法】利用容斥原理以及集合

的运算性质等方法。【结果】证明了最小阶的连通2-K6-残差图仅存在两个不同构的极小图,从而解决了连通2-K6-残差

图的最小阶和极小图问题。【结论】最后提出了新的猜想。
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本文所指的图均为无向简单图,未注明的符号和术语同文献[1-2]。

1980年,Erdös,Harary和Klawe[2]引入了残差图的相关概念,即:设F 是一个给定的图,任意u∈V(G),在
G 中去掉u 的闭邻域N(u)得到的图与F 同构,则称图G 为F-残差图,类似地定义G 是m-F-残差图,任意u∈
V(G),G-N(u)是(m-1)-F-残差图,将1-F-残差图简称为F-残差图。他们研究了连通Kn-残差图的最小阶和

极小图,当1<n≠2时,连通Kn-残差图的最小阶为2(n+1),当n≠2,3,4时,Kn+1×K2 是唯一具有最小阶的连

通Kn-残差图,同时对连通m-Kn-残差图提出了如下两个猜想。
猜想1 当n≠2时,连通m-Kn-残差图的最小阶为min{2n(m+1),(n+m)(m+1)}。
猜想2 当n充分大时,存在唯一具有最小阶的连通m-Kn-残差图。
对此猜想国内外有许多研究成果,文献[2-3]研究了连通Kn-残差图;文献[4]部分地解决了连通3-Kn-残差

图的最小阶和极小图;文献[5-6]研究了连通m-Kn-残差图。在研究连通2-Kn-残差图的最小阶和极小图结论中,
文献[2]得到了连通2-K1-残差图和连通2-K2-残差图的极小图,分别不同构于猜想中的结论K3×K3 和K4×K3;
文献[5]证明了连通2-K3-残差图的最小阶和存在3个不同构的极小图;文献[7]中求出了最小阶为16≠3n+6=
18连通2-K4-残差图的极小图,此最小阶和极图与猜想中的结论不相同,同时文献[7]证明了5≤n≠6时猜想成

立。本文的主要工作是证明了连通2-K6-残差图的最小阶是3n+6=24,仅存在两个不同构的极小图,从而全面

地解决了连通2-Kn-残差图的最小阶和极小图。根据文献[2-7]的结论和本文的结果修正了Erdös等关于连通

m-Kn-残差图最小阶的猜想1,提出了新的猜想。

1预备知识

定义1 如果 H⊂G,对任意的v∈H,记NH(v)={x∈H,x与v 邻接,或x=v},表示v在H 中的闭邻域;
一般地NG(v)简单地记N(v)。如果F⊂G,记N(F)=NG(F)∪N(v),v∈F,表示F 的闭邻域。

定义2 设图G1=(V1,E1),G2=(V2,E2),G1 与G2 合成G=G1[G2],定义为:

V(G)=V1×V2={x=(x1,x2)|x1∈V1,x2∈V2}。
两个顶点u=(u1,u2)和v=(v1,v2)相邻,当且仅当u1 与v1 在G1 相邻,或者u1=v1,u2 与v2 在G2 相邻。

定义3 设X,Y⊂V(G),X∩Y=∅,如果存在x∈X 和y∈Y,x与y 邻接,称X 与Y 邻接,否则称X 与Y
不邻接;如果对于任意x∈X 和y∈Y,x与y 邻接,称X 与Y 完全邻接。

定义4 对任意u∈G,定义Gu=G-N(u),为方便起见,记<U>表示U 在G 中的导出子图。

* 收稿日期:2017-11-09  修回日期:2018-09-12  网络出版时间:2018-09-26 13:25
资助项目:重庆市教委科学技术研究项目(No.KJ15012024);国家自然科学基金(No.61572006)

第一作者简介:廖江东,男,副教授,研究方向为图论,E-mail:ljd88073@163.com;

网络出版地址:http://kns.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20180926.1325.024.html



为了证明的方便,将文献[7]中的两个引理叙述如下。
引理1 设G 是最小阶为v(G)=3n+t的连通2-Kn-残差图,当n≥5,n≠6,且4≤t≤6,则G 中不存在度为

n+t-1的顶点。
引理2 设G 是最小阶为v(G)=3n+t的连通2-Kn-残差图,当n≥5,n≠6,且4≤t≤6,则G 中不存在度为

n+t-1的三个两两互不邻接的顶点。

2连通2-K6-残差图

定理1 若G 是一个连通2-K6-残差图,则图G 仅存在两个阶为v(G)≥3n+6=24不同构的极小图。
证明 设G 是一个连通2-K6-残差图,当n≥5,且4≤t≤6时,有:

1)G 不存在度为n+t-1的顶点,根据文献[3]的结论有G≅K8×K3;

2)G 中存在度为n+t-1的顶点,设U={x∈G|d(x)=n+t-1},|U|=l,根据引理1有<U>不同构于Kl,
则存在顶点u,v∈U,u与v 不邻接。

设u∈H1,v∈H2,Gu=H2∪H3≅2Kn,Gv=H1∪H3≅2Kn,N(u)∩N(v)=X,且|X|=t,则 H1∪H2 与

H3 不邻接,且N(u)=H1∪X,G-N(u)-N(v)=H3,N(v)=H2∪X,因此,G=<N(u)∪N(v)∪H3>=<H1∪
H2∪H3∪X>。根据引理2得H3∩U=∅,存在一个顶点u1∈H1∪H2,不妨假设u1∈H1,则d(u1)=n+t-4,

Gu1=<W1∪W2∪X2∪V1∪X1>,其中|W1|=|W2|=|X2|=|V1|=|X1|=3,<W1∪W2>≅<W2∪X2>≅<X2∪
V1>≅<V1∪X1>≅<X1∪W1>≅K6。因此v(Gu1

)=2n+3。在文献[3]中,当n≥5时,奇数阶2n+3的Gu1≅
C5[K3]是唯一的连通Kn-残差图,v∈Gu1

,H3⊂Gu1
。如果v∈V1,则<W1∪W2>=H3,X1∪X2⊂N(v),且Xi 完

全邻接Wi⊂H3,i=1,2。因此X1∪X2=N(v)-H2=X,H2∩Gu1=V1。
下面证明d(w)=dGu1

(w)=n+t-4=n+2,∀w∈Gu1
。采用反证法证明,假设存在w∈H3,d(w)=n+3=

n+t-3,则Gw=<H1∪H2>Kn+1×K2,其中H1⊂H1≅Kn+1,H2⊂H2≅Kn+1,则|N(u1)∩H2|=1,|N(u1)∩H2|≤
1w∈H3,|H2∩Gu1|≥n-1=5,这与 H2∩Gu1=V1,|V1|=3矛盾,所以对于任意的w∈H3 有d(w)≠n+3=
n+t-3,d(w)=n+2=n+t-4。

若w1∈W1,w2∈W2,则Gw1=<H1∪H2∪X2>≅C5[K3],Gw2=<H1∪H2∪X1>≅C5[K3]。
令V2=H2-V1,U2={y∈H1|X⊂N(y)},U1=H1-U2,那么有Gw1=<U2∪U1∪V2∪V1∪X2>,Gw2=

<U2∪U1∪V2∪V1∪X1>,且<U1∪U2>=H1,<V1∪V2>=H2,因此,<U1∪V2>≅<U2∪X2>≅<V1∪X2>≅<U2∪
X1>≅<V1∪X1>≅K6。

当图G 存在度为n+t-1的顶点时,根据上面的证明,图G 中每个顶点之间的邻接关系已经清楚了,从而得

到了另外一个阶为24不同构于K8×K3 的连通2-K6-残差图。 证毕

将图G 中存在度为n+t-1的顶点阶为24不同构于K8×K3 的连通2-K6-残差图画出来,图1中两个顶点

集合之间用一条边把他们连接起来表示这两个集合之间的顶点相互邻接,为了更容易看清楚点与点之间的邻接

关系,将顶点集合中的点画出来得到图2(方框里面的顶点之间相互邻接)。

  
 图1 连通2-K6-残差图           图2 连通2-K6-残差图

 Fig.1 Connected2-K6-residualgraph      Fig.2 Connected2-K6-residualgraph

3新的猜想

根据文献[2-7]的研究结论和本文的结果,当n充分大时,存在唯一连通m-Kn-残差图具有最小阶(n+m)·
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(m+1),当n不是充分大时,例:连通2-K3-残差图的最小阶为3n+6=15,连通2-K4-残差图最小阶为16=
n
2
(3m+2),连通2-K6-残差图最小阶为3n+6=24,连通3-K3-残差图最小阶为20=(m+3)n+m-1等等,本文

修正了关于连通m-Kn-残差图最小阶的猜想1,提出了新的猜想。
猜想 设φn(m)是连通m-Kn-残差图的最小阶,则有:

1)若n是奇数,则φn(m)=min{(m+n)(m+1),(m+3)n+m-1};

2)若n是偶数,则φn(m)=min (m+n)(m+1),(m+3)n+m-1,n2
(3m+2{ })。
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ANoteOnConnected2-Kn-ResidualGraphs

LIAOJiangdong
(SchoolofMathematicsandStatistics,YangtzeNormalUniversity,Chongqing408100,China)

Abstract:[Purposes]Reidentifiedandcorretedthetwoconjectureregardingtheconnectedm-Kn-residualgraphsthatproposedby
Erdösandothers.[Methods]Withthemethodofincludingexcludingprincipleandsetoperation.[Findings]Twoconnectedresidual

graphnonisomorphicwiththeminimumorderareproved,soastothoroughlysolvetheconnected2-Kn-residualgraphsofthemini-
mumorderandtheextremalgraphsproblems.[Conclusions]Itfinallyputsforwardanewconjecture.
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