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具有阶段结构与嗜食行为的捕食模型动力学分析
*

赵 敏,张平正

(江苏大学 理学院,江苏 镇江212013)

摘要:【目的】研究正平衡点的稳定性及Hopf分支问题。【方法】针对一个时滞捕食者食饵模型,根据泛函微分方程稳定性

理论,分析该模型在正平衡点处的特征方程根的分布情况,再通过数值仿真验证理论分析的正确性。【结果】时滞的增大

会导致正平衡点失去稳定性,并可能使系统发生 Hopf分支。【结论】时滞对于该模型的动力学特征有着重要的影响。
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自具有阶段结构的捕食种群模型被提出以来[1-2],此类模型得到了广泛研究,取得了一系列有意义的成

果[3-10]。事实上,自然界中种群的生长通常分为幼年期与成年期两个阶段,不同时期的物种可能有不同的行为特

征。例如,处于幼年期的捕食者不具有捕食的能力,而成年期的捕食者不仅具有繁殖能力、捕食能力,还具有更

强的生存能力。此外,在幼年期与成年期的捕食者之间也有着不同的作用关系,如捕食、竞争、合作等。这些因

素对种群的生存都有着重要的影响。因此,具有阶段结构的种群模型有着重要的研究意义。

Chakraborty等人[11]提出了捕食者具有嗜食同类与阶段结构的捕食者-食饵模型:
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ẏ=βz-
ωyz
b+y-ρxy
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其中x,y,z分别表示食饵、幼年期捕食者与成年捕食者,r表示食饵的出生率,K 表示环境容量,σ与ρ表示竞争

系数,β描述了未成熟捕食者的出生率与成熟捕食者的密度之间的正比关系,α表示成年捕食者捕食食饵的平均

捕食率,ω表示成年捕食者捕食幼年期捕食者的平均捕食率,a,b是半饱和捕食常数,γ表示了捕食者和被捕食者

的平衡比例,s表示成熟捕食者的固定增长率。
众所周知,种群密度变化对于增长率的影响都不是瞬间发生的,而是与过去的生活状态有关,即有时间滞后

性。例如动物消化食物、生物群落从妊娠到出生以及种群做季节性迁移都需要一定的时间。因此,要模拟出更

加符合实际的种群生态系统,有必要考虑时滞所带来的影响。因此,本文在文献[11]研究的模型基础上,考虑模

型:
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其中τ表示环境密度限制延迟。

* 收稿日期:2017-11-13  修回日期:2018-05-09  网络出版时间:2018-09-26 13:26
资助项目:国家自然科学基金(No.11271164);江苏大学校立科研项目(No.16A310)

第一作者简介:赵敏,女,研究方向为微分方程理论与应用,E-mail:1963775828@qq.com;通信作者:张平正,男,副教授,博士,E-mail:

pzzhang@ujs.edu.cn
网络出版地址:http://kns.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20180926.1325.040.html



类似于文献[11]得到如下引理。
引理1 如果y(t)非负,则对任意一个满足初始条件x(t0)=x0≥0,y(t0)=y0≥0与z(t0)=z0≥0的解在

[t0,+∞)都是非负且最终有界的。
本文将重点讨论时滞τ对系统稳定性的影响,并研究由其产生的Hopf分支问题。

1平衡点的存在性

显然系统具有平衡点:1)E1=(K,0,0),表示捕食者灭绝;2)E2= 0,βbω-β
, βb
γ(ω-β
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于正平衡点,显然满足方程:
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由系统(1)的方程组中第3个方程可得:

z=x+yγ
, (3)

将(3)式代入方程组(2)中的第1个方程可得:
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由(4)式可得:
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再将(5)式代入(3)式可得:
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这样将(5),(6)式代入方程组(2)中的第2个方程可得:

A1x5+A2x4+A3x3+A4x2+A5x+A6=0。 (7)
其中:

A1=γ2r2ρ,A2=γωr2-βγr2-2Kγ2r2ρ+2aγ2r2ρ+2Kαγrρ+Kβγrσ-Kbγ2rρσ,

A3=K2γ2r2ρ-K2αωσ+a2γ2r2ρ+K2αβσ+2Kβγr2+K2α2ρ-2Kγωr2-2aβγr2+2aγωr2-
Kαβr+Kαωr-K2bβγσ2-4Kaγ2r2ρ-2K2αγrρ-K2βγrσ+K2γωrσ-K2αbγρσ+
K2bγ2rρσ+2Kaαγrρ-Kαbγrρ+2Kaβγrσ+Kbβγrσ-2Kaγωrσ-2Kabγ2rρσ,

A4=K2αβr-K2αωr-K2α2bρ-K2βγr2+K2γωr2-a2βγr2+a2γωr2-Kaαβr+Kαbβr+Kaαωr-
2Ka2γ2r2ρ+2K2aγ2r2ρ+K2aαβσ-K2αbβσ+4Kaβγr2-K2aαωσ-4Kaγωr2-2K2aαγrρ+

K2αbγrρ+Ka2βγrσ-2K2aβγrσ-K2bβγrσ-Ka2γωrσ+2K2aγωrσ-2K2abβγσ2-
Kaαbγrρ+2Kabβγrσ-K2aαbγρσ-Ka2bγ2rρσ+2K2abγ2rρσ,

A5=2Ka2βγr2-2K2aβγr2-2Ka2γωr2+2K2aγωr2+K2aαβr-K2αbβr-K2aαωr+K2a2γ2r2ρ-
K2aαbβσ-K2a2βγrσ+K2a2γωrσ+Kaαbβr-K2a2bβγσ2+K2a2bγ2rρσ+K2aαbγrρ+Ka2bβγrσ-2K2abβγrσ,

A6=K2a2γωr2-K2a2βγr2-K2aαbβr-K2a2bβγrσ。

显然,若ω<r,则A6<0,那么(7)式至少有一正根x*。若x*满足r1-x
*
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,则系统(1)至

少有存在一正平衡点E*=(x*,y*,z*)。
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2正平衡点的稳定性与分支

记a11= αz*x*

(a+x*)2,a12=-σx
*,a13=- αx*

a+x*,a21=-ρy*,a22=- ωbz*

(b+y*)2-ρx
*,a23=- ωy*

b+y*,a31=

sγz*2

(x*+y*)2,a33=s-
2sγz*

x*+y*,C=-
rx*

K
。将系统(1)在正平衡点处线性化可得:

λ3+B1λ2+B2λ+B3+(λ2+B4λ+B5)Ce-λτ=0。 (8)
其中:

B1=-(a11+a22+a33),B2=a11a22-a12a21+a11a33-a13a31-a23a31+a22a33,

B3=a11a23a31-a13a21a31-a11a22a33+a12a21a33-a12a23a31+a13a22a31,B4=-(a22+a33),B5=a22a33-a23a31。
当τ=0时,特征方程(8)转化为:

λ3+(B1+C)λ2+(B2+B4C)λ+B3+B5C=0。 (9)
假设 (H1)B1+C>0;(H2)(B1+C)(B2+B4C)>B3+B5C;(H3)B3+B5C>0;(H4)B2

1-2B2-C2>0;
(H5)B2

2-2B1B3-C2B2
4+2B5C2>0;(H6)B3-CB5<0。

引理2 当τ=0时,若(H1)~(H3)成立,则系统(1)的正平衡点局部渐近稳定。
证明 因为p1>0,由条件(H1),(H2)容易证得B1(B2+B4β)>B3+B5β,B3+B5β>0,根据霍尔维茨判据

得系统(1)的正平衡点是局部渐近稳定的。 证毕

当τ≠0时,设特征方程(8)有一对纯虚根λ=±ip(p>0),将λ=ip代入方程(8)得:

-ip3-B1p2+B2ip+B3+C(-p2+B4ip+B5)(cospτ-isinpτ)=0。 (10)
分离实虚部得:

-p3+B2p=-(p2-B5)sinpτ-CB4pcospτ
-B1p2+B3=-CB4psinpτ+(p2-B5)cosp{ τ

, (11)

将方程(10)两边平方相加得:

p6+ (B2
1-2B2-C2)p4+ (B2

2-2B1B3-C2B2
4+2B5C2)p2+B2

3-C2B2
5=0。 (12)

令u=p2,h(u)=u3+ (B2
1-2B2-C2)u2+ (B2

2-2B1B3-C2B2
4+2B5C2)u+B2

3-C2B2
5=0。

根据以上分析,有下面的结论成立。
引理3 若(H4)~(H6)成立,则h(u)有唯一正根。
引理3由笛卡尔符号变换法则易得结论成立。

由引理3,h(u)有唯一正根u*,从而方程(13)有唯一的正实根p0= u* 。由(12)式可得:

cosp0τ=
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,
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其中j=0,1,2…。

引理4 假设h′(u)≠0,若τ=τj,则±ip0 为特征方程(8)的一对纯虚根,并且满足Redλd
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与h′(u)符号一致。
证明 令R(λ)=λ3+B1λ2+B2λ+B3,Q(λ)=(λ2+B4λ+B5)C,则特征方程可写为R(λ)+Q(λ)e-λτ=0,则

有R(ip)R(ip)+Q(ip)Q(ip)=0,所以M(p2)=R(ip)R(ip)-Q(ip)Q(ip)。
再对两边求导,得:ph′(p2)=i[R′(ip)R(ip)-R(ip)R′(ip)-Q′(ip)Q(ip)+Q(ip)Q′(ip)],因为ip是特征

方程的的根,所以d
dλ
[R(λ)+Q(λ)e-λτ

j]
λ=iω
=0,则有R′(ip)+Q′(ip)e-ipτj-τj

nQ(ip)e-ipτj=0,即:
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-iQ′(ip)Q(ip)-R′(ip)R(ip)-Q′(ip)Q(ip)+R′(ip)R(ip)
R(ip)R(ip

é
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R(ip)R(ip)
=ph′(p2)

R(ip)2。

因为τj 是实数,所以它的虚部等于零,则有h′(p2)=h′(u)=0。对特征方程关于τ求导得:

[R′(λ)+Q′(λ)e-λτ-τQ(λ)e-λτ]dλdτ-λQ
(λ)e-λτ=0,

dλ
dτ=

λQ(λ)
R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)=

λQ(λ)[R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)]
R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)2 =

λ[-R(λ)R′(λ)eλτ+Q(λ)Q′(λ)]
R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)2 - λτQ(λ)2

R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)2。

所以

d(Reλ(τ))
dτ τ=τj

=Re
{λ[-R(λ)R′(λ)eλτ+Q(λ)Q′(λ)-τQ(λ)2]}τ=τj

R′(λ)e2λτ+Q′(λ)-τQ(λ)2 =

ipn[-R(ipn)R′(ipn)+Q(ipn)Q′(ipn)+R′(ipn)R(ipn)]
R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)2 - ipnQ′(ipn)Q(ipn)

R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)2=

p2h′(p2)
R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)2=

p2h′(u)
R′(λ)eλτ+Q′(λ)-τQ(λ)2≠0。

显然,d(Reλ(τ))
dτ

的符号与h′(u)的符号一致,引理得证。 证毕

由引理2~引理4容易得到下面结论。
定理1 若条件(H1)~(H6)成立,则有:i)当τ∈[0,τ0)时,系统(1)的正平衡点E*是渐近稳定的;当τ>τ0

时,系统(1)的正平衡点E*不稳定。ii)当τ=τj 时,系统(1)在正平衡点E*处发生Hopf分支,即产生周期解。

3数值模拟

例1 取定参数值:r=0.9,K=5,α=0.5,b=2.5,β=0.2,ρ=0.18,a=8,s=0.7,γ=0.9,简单计算可得系

统有唯一的正平衡点E*=(3.6280,0.6813,4.7882),分岔临界值τ0=2.4154。根据定理1可知,当τ∈[0,τ0)
时,系统(1)的正平衡点局部渐近稳定,而当τ>τ0 时,系统正平衡点不稳定,且会产生周期解,见图1。由图1可

知,时滞对于系统(1)的动力学特征有着重要的影响,不同的时滞可能导致种群以不同的方式共存,稳态形式或

周期振荡形式。

  
 a 当τ=2时,正平衡点局部渐近稳定                b 当τ=3时,系统(1)产生周期解     

图1 系统(1)的动力学特征

Fig.1 Thedynamicsofsystem(1)

4结论

本文建立了一个具有阶段结构的时滞捕食者—食饵模型,根据泛函微分方程理论研究了该模型的正平衡点

的稳定性以及Hopf分支问题。研究表明时滞会改变系统正平衡的稳定性,它可能会导致种群以稳态形式或者

周期振荡形式共存。
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