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严格α-预不变凸函数和半严格α-预不变凸函数的梯度性质
*
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(安顺学院 数理学院,贵州 安顺561000)

摘要:【目的】讨论α-预不变凸函数的一些梯度性质。【方法】在条件C、条件 A和适当的一些条件下更深入地研究了它的

一些性质。【结果】这些性质包括严格α-预不变凸函数的一个梯度性质和半严格α-预不变凸函数的两个梯度性质。【结
论】证明了函数是(严格的)半严格α-预不变凸,当且仅当对于任意具有不同函数值的两点,它都满足严格不变凸性不

等式。
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1预备知识

凸性和广义凸性在数理经济学、工程和优化理论中有着重要作用。因此,凸性和广义凸性是数学规划中一
个重要的研究方向。近些年来,凸性概念得到了广泛地推广和使用。其中,凸函数的一个重要的推广是由 Han-
son[1]引入的不变凸函数。这个概念从优化的角度来看是非常有趣的,因为它提供了一个更广泛的思路去研究
优化和数学规划问题。Ben-Israel和 Mond[2]引入了预不变凸函数;Weir和 Mond[3],Noor[4]分别证明了预不变
凸函数保留了凸函数的一些良好的性质。(半严格、严格)预不变凸函数也已经被Yang[5-6]研究过。此外Noor[7]

引入并研究了另一类广义凸函数,称为α-预不变凸函数,且已经证明了α-预不变凸函数在广义凸规划和多目标

优化中有着重要的应用。最近文献[8-9]引入了一类新的广义凸函数,这类函数与α-预不变凸函数密切相关,被
称为严格和半严格α-预不变凸函数,并建立了这类函数的一些性质。

受文献[5-6]的研究工作以及广义α-预不变凸函数概念的重要性的启发,本文进一步考虑严格和半严格α-预
不变凸函数,给出严格α-预不变凸函数和半严格α-预不变凸函数的一些梯度性质。

定义1[7] 设y∈S⊂Rn。称S在y点是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的α-不变凸集,如果∀x,y∈S,
λ∈[0,1],y+λα(x,y)η(x,y)∈S。

定义2[7] 设S⊂Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的α-不变凸集,并设f:S→R。称f是α-预不变

凸函数,如果f(x+λα(y,x)η(y,x))≤λf(y)+(1-λ)f(x),∀x,y∈S,λ∈[0,1]。
定义3[8] 设S⊂Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的α-不变凸集,并设f:S→R。称f是严格α-预

不变凸函数,如果∀x,y∈K,x≠y,f(x+λα(y,x)η(y,x))<λf(y)+(1-λ)f(x),∀λ∈(0,1)。
定义4[9] 设S⊂Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的α-不变凸集,并设f:S→R。称f是半严格

α-预不变凸函数,如果∀x,y∈K,f(x)≠f(y),f(x+λα(y,x)η(y,x))<λf(y)+(1-λ)f(x),∀λ∈(0,1)。

例1 设 S = [-1,6]∪ [-6,-2],f (x)=
1,x=0
0,x≠{ 0

,α(x,y)=1 及 η(x,y)=

x-y,x∈[-1,6],y∈[-1,6]
x-y,x∈[-6,-2],y∈[-6,-2]
-4-y,x∈[-1,6],y∈[-6,-2]
-y,x∈[-6,-2],y∈[-1,6],y≠0
1
6x
,x∈[-6,-2],y

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï =0

,则f是关于α和η的半严格α-预不变凸函数。但是,若令x=-1,y=1,
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λ=12
,有f[y+λα(x,y)η(x,y)]=f(0)=1>0=

1
2f
(-1)+12f

(1)=12f
(x)+12f

(y)。即f不是关于α和η

的α-预不变凸函数。
条件C[7] η(y,y+λα(x,y)η(x,y))=-λη(x,y),η(x,y+λα(x,y)η(x,y))=(1-λ)η(x,y),∀x,y∈S,

∀λ∈[0,1]。
条件D[7] f(y+α(x,y)η(x,y))≤f(x),∀x,y∈S。

2主要结果

本节将建立半严格α-预不变凸函数和严格α-预不变凸函数的梯度性质定理。下面先给出α-预不变凸函数

的一个结果。
定理1 设S⊂Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的非空α-不变凸集,且f:S→R是关于α和η 的

α-预不变凸函数。假设η满足条件C,α满足条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),对∀x,y∈S,令g(λ)=

f(x+λα(y,x)η(y,x)),∀λ∈[0,1]。则g(γ)-g(0)
γ ≤g

(β)-g(0)
β

,0<γ<β≤1。即:

f(y+γα(x,y)η(x,y))-f(y)
γ ≤f

(y+βα(x,y)η(x,y))-f(y)
β

,0<γ<β≤1。

证明 对于∀0<γ<β≤1,令zγ=y+γα(x,y)η(x,y),zβ=y+βα(x,y)η(x,y),μ=1-
γ
β
。

由条件C和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有:

zβ+μα(y,zβ)η(y,zβ)=y+βα(x,y)η(x,y)+μα(y,y+βα(x,y)η(x,y))η(y,y+βα(x,y)η(x,y))=
y+βα(x,y)η(x,y)-μβα(x,y)η(x,y)=y+(β-μβ)α(x,y)η(x,y)=y+γα(x,y)η(x,y)=zγ。

因而有g(γ)=f(zγ)=f(zβ+μα(y,zβ)η(y,zβ))≤μf(y)+(1-μ)f(zβ)= 1-
γæ

è
ç

ö

ø
÷

β
g(0)+γ

β
g(β),从而有

g(γ)-g(0)
γ ≤g

(β)-g(0)
β

。 证毕

定理2 设S⊂Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的非空α-不变凸集,且f:S→R可微。假设η满

足条件C,α满足条件α(x,y)=α(x,y+λα(x,y)η(x,y))=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))。则f在S 上是关于α 和η
的严格α-预不变凸函数⇔f关于相同的α和η是严格α-不变凸函数,即:

∀x,y∈S,x≠y,f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。
证明 假设f是严格α-预不变凸函数。由定义∀x,y∈S,x≠y,有:

f(x+λα(y,x)η(y,x))<λf(y)+(1-λ)f(x),∀λ∈(0,1)。

由此得f(x+λα(y,x)η(y,x))-f(x)
λ <f(y)-f(x),∀λ∈(0,1)。

由定理1,有α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)=inf
λ≥0

f(x+λα(y,x)η(y,x))-f(x)
λ <f(y)-f(x),即:

f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。
反之,假设∀x,y∈S,x≠y,λ∈(0,1)。由f的严格α-不变凸性,有:

f(x)-f(y+λα(x,y)η(x,y))>
α(x,y+λα(x,y)η(x,y))Tη(x,y+λα(x,y)η(x,y))T Ñf(y+λα(x,y)η(x,y))。 (1)

类似地,将严格α-不变凸性条件用到y,y+α(x,y)η(x,y),有:

f(y)-f(y+λα(x,y)η(x,y))>
α(y,y+λα(x,y)η(x,y))Tη(y,y+λα(x,y)η(x,y))T Ñf(y+λα(x,y)η(x,y))。 (2)

将(1)式乘以λ,(2)式乘以(1-λ),再相加,可以得到:

λf(x)+(1-λ)f(y)-f(y+λα(x,y)η(x,y))>(λα(x,y+λα(x,y)η(x,y))Tη(x,y+λα(x,y)η(x,y))T+
(1-λ)α(y,y+λα(x,y)η(x,y))Tη(y,y+λα(x,y)η(x,y))T)Ñf(y+λα(x,y)η(x,y))。

然而,由条件C和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))得到:

λα(x,y+λα(x,y)η(x,y))η(x,y+λα(x,y)η(x,y))+
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(1-λ)α(y,y+λα(x,y)η(x,y))η(y,y+λα(x,y)η(x,y))=0。 证毕

在给出半严格α-预不变凸函数的梯度性质定理3和定理4之前,先给出下面的一个假设条件。
条件A 设S⊂Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的非空α-不变凸集。称函数f满足条件A,如果

∀x,y∈S,f(x)<f(y),f(y+α(x,y)η(x,y))<f(y)。

例2 设f(x)=- x ,∀x∈[-1,1],α(x,y)=1,且η(x,y)=
x-y,x≥0,y≥0;x≤0,y≤0
y-x,x>0,y>0;x<0,y<{ 0

,则f满足

条件A。
定理3 设S⊂Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的非空α-不变凸集,且η满足条件C,α满足条件

α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))。f:S→R可微且满足条件A。则f在S 上是关于α 和η 的半严格α-预不变

凸函数⇔∀x,y∈S:f(x)≠f(y),f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。
证明 假设f 是半严格α-预不变凸函数。由定义,对∀x,y∈S,f(x)≠f(y)及f(x+λα(y,x)η(y,x))<

λf(y)+(1-λ)f(x),∀λ∈(0,1)可得:f(x+λα(y,x)η(y,x))-f(x)
λ <f(y)-f(x),∀λ∈(0,1)。

根据文献[9]中的定理1和本文定理1,有:

α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)=inf
λ>0

f(x+λα(y,x)η(y,x)-f(x)
λ <f(y)-f(x),

即f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。
反之,假设∀x,y∈S,f(x)≠f(y),f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。令zγ=y+γα(x,y)η(x,y),

∀γ∈(0,1)。不失一般性,假设f(x)<f(y),需证f(zγ)≠f(y),∀γ∈(0,1)。
反证法。假设存在γ0∈(0,1),有:

f(zγ0
)=f(y)。 (3)

由(3)式,需证f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))=f(y),∀λ∈(0,1)。

假设存在λ∈(0,1),有f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))≠f(y)。

i)若f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))>f(y),令g(λ)=f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)),∀λ∈[0,1]。因为g(0)=
f(zγ0

)=f(y),则由条件C和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有:

g(1)=f(zγ0+α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))=
f(y+γ0α(x,y)η(x,y)+α(y,y+γ0α(x,y)η(x,y))η(y,y+γ0α(x,y)η(x,y)))=

f(y+γ0α(x,y)η(x,y)-γ0α(x,y)η(x,y))=f(y)。
从而,g在(0,1)取得极大值。假设g在λ0∈(0,1)达到最大值,则:

0=g′(λ0)=α(y,zγ0
)Tη(y,zγ0

)T Ñf(zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))。
由条件C和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有:

α(x,y)Tη(x,y)T Ñf(zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))=0。
再次利用条件C和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),可以得到:

η(y,zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))=

η(y,y+γ0α(x,y)η(x,y)+λ0α(y,y+γ0α(x,y)η(x,y))η(y,y+γ0α(x,y)η(x,y)))=

η(y,y+(γ0-λ0γ0)α(x,y)η(x,y))=-(γ0-λ0γ0)α(x,y)η(x,y),
α(y,zγ0+λ0α(y,zγ0

)η(y,zγ0
)=

α(y,y+γ0α(x,y)η(x,y)+λ0α(y,y+γ0α(x,y)η(x,y))η(y,y+γ0α(x,y)η(x,y)))=
α(y,y+(γ0-λ0γ0)α(x,y)η(x,y))=α(x,y)。

从而有:

α(y,zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))Tη(y,zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))T Ñf(zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))=0。 (4)

根据f(zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))≥f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))≥f(y)、(4)式和定理的假设条件,有:

f(y)>f(zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))+
αT(y,zγ0+λ0α(y,zγ0

)η(y,zγ0
))ηT(y,zγ0+λ0α(y,zγ0

)η(y,zγ0
))Ñf(zγ0+λ0α(y,zγ0

)η(y,zγ0
))=

f(zγ0+λ0α(y,zγ0
)η(y,zγ0

))=g(λ0)。
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这与g在λ0 点取得最大值假设矛盾。

ii)若f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))<f(y)。由f(zγ0
)=f(y),f(x)<f(y)和条件A,有:

f(y+α(x,y)η(x,y))<f(y)=f(zγ0
)。

令g(λ)=f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+λα(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))。因为

g(0)=f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))<f(y)=f(zγ0
),根据条件C、条件 A和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)·

η(x,y)),可以得到:

g(1)=f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))=
f(y+α(x,y)η(x,y))<f(y)=f(zγ0

)。

因为0< γ0λ
1-γ0(1-λ)

<1,由条件C和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有g
γ0λ

1-γ0(1-λ
æ

è
ç

ö

ø
÷
)=f

(zγ0
)。从

而,g(λ)=f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+λα(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))在(0,1)取
得最大值。假设在λ0∈(0,1)达到最大值,则:

0=g′(λ0)=αT(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))ηT(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))·

Ñf(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))。
因为:

f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))>

f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)),
所以有:

f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))>

f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))+

αT(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

),zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+

λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(y,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))·

ηT(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

),zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))·

η(y,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))Ñf(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+

λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))=

f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+λ0αT(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))ηT(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))-

λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))Tη(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))T+

λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(y,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))Ñf(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+

λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(y,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))=

f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)+λ0α(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))η(x,zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

)))。
这与g(λ)在λ0∈(0,1)达到最大值的假设矛盾。

结合i)和ii),有:

f(zγ0+λα(y,zγ0
)η(y,zγ0

))=f(y),∀λ∈[0,1]。 (5)
令h(λ)=f(zγ0+λα(y,zγ0

)η(y,zγ0
)。则由(5)式得到:

0=h′(1)=α(y,zγ0
)Tη(y,zγ0

)T Ñf(y)=-γ0α(x,y)Tη(x,y)T Ñf(y),
即:

α(x,y)Tη(x,y)T Ñf(y)=0。 (6)
根据定理的假设条件和(4)式,有f(x)>f(y)+α(x,y)Tη(x,y)T Ñf(y)=f(y),这与f(x)<f(y)矛盾。所

以f(zγ)≠f(y),∀γ∈(0,1)。
若∃γ∈(0,1),f(zγ)=f(x),则由f(x)<f(y),有f(zγ)<γf(x)+(1-γ)f(y)。
若∃γ∈(0,1),f(zγ)≠f(x),根据定理的假设条件,以及条C和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),可

以得到:
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f(x)>f(zγ)+αT(x,zγ)ηT(x,zγ)Ñf(zγ)=f(zγ)+(1-γ)αT(x,y)ηT(x,y)Ñf(zγ), (7)

f(y)>f(zγ)+αT(y,zγ)ηT(y,zγ)Ñf(zγ)=f(zγ)-γαT(x,y)ηT(x,y)Ñf(zγ)。 (8)
用γ乘以(7)式,(1-γ)乘以(8)式,再将它们相加,有f(zγ)<γf(x)+(1-γ)f(y)。 证毕

定理4 设S⊂Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 和α:Rn×Rn→R的非空α-不变凸集,且η满足条件C,α满足条件

α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))。f:S→R可微且满足条件A和条件f(x+α(y,x)η(y,x))=f(y)。则f在S
上是关于α 和η 的 半 严 格α-预 不 变 凸 函 数 ⇔∀x,y∈S,f(x)≠f(y),α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)+
α(x,y)Tη(x,y)T Ñf(y)<0。

证明 假设f是半严格α-预不变凸函数。令x,y∈S,f(x)≠f(y),根据定理3,可得:

f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x), (9)

f(x)>f(y)+α(x,y)Tη(x,y)T Ñf(y)。 (10)
由(9),(10)式有α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)+α(x,y)Tη(x,y)T Ñf(y)<0。

反之,假设∀x,y∈S,f(x)≠f(y),有:
α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)+α(x,y)Tη(x,y)T Ñf(y)<0。 (11)

根据定理3,需证f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。
反证法。假设∃x,y∈S,f(x)≠f(y),使得:

f(y)≤f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x), (12)
则由假设条件f(x+α(y,x)η(y,x))=f(y),得到:

f(x+α(y,x)η(y,x))=f(y)≤f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x), (13)
根据中值定理,有:

f(x+α(y,x)η(y,x))-f(x)=α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x+λα(y,x)η(y,x))。 (14)
从而,由(13),(14)式得:

α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x+λα(y,x)η(y,x))≤α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。 (15)

i)若f(x+λα(y,x)η(y,x))≠f(x),则由(11)式有:

α(x+λα(y,x)η(y,x),x)Tη(x+λα(y,x)η(y,x),x)T Ñf(x)+
α(x,x+λα(y,x)η(y,x))Tη(x,x+λα(y,x)η(y,x))T Ñf(x+λα(y,x)η(y,x))<0。

根据条件C和条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),得到:

α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)<α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x+λα(y,x)η(y,x)),
这与(15)式矛盾。

ii)若f(x+λα(y,x)η(y,x))=f(x),需证∃α∈(0,λ),f(x+λα(y,x)η(y,x))=f(x)≠f(x+γα(y,x)·

η(y,x))。若其不然,即:

f(x+λα(y,x)η(y,x))=f(x)=f(x+γα(y,x)η(y,x)),∀α∈(0,λ)。 (16)
令φ(γ)=f(x+γα(y,x)η(y,x)),∀α∈[0,λ],则由(16)式得φ(γ)=const=f(x+λα(y,x)η(y,x))。于是

0=φ′(γ)=α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x+λα(y,x)η(y,x))。从而α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x+λα(y,x)η(y,x))=0。此

与(14)式和f(x)≠f(y)=f(x+α(y,x)η(y,x))矛盾。所以有:

∃α∈(0,λ),f(x+λα(y,x)η(y,x))=f(x)≠f(x+γα(y,x)η(y,x))。 (17)
由(11),(17)式,可得:

α(x+λα(y,x)η(y,x),x+γα(y,x)Tη(y,x)T)η(x+λα(y,x)η(y,x),x+γα(y,x)Tη(y,x)T)·
Ñf(x+γα(y,x)η(y,x))+α(x+γα(y,x)η(y,x),x+λα(y,x)η(y,x))T·

η(x+λα(y,x)η(y,x),x+γα(y,x)η(y,x))T Ñf(x+λα(y,x)η(y,x))<0,
和

α(x,x+γα(y,x)Tη(y,x)T)η(x,x+γα(y,x)Tη(y,x)T)Ñf(x+γα(y,x)η(y,x))+
α(x+γα(y,x)η(y,x),x)Tη(x+λα(y,x)η(y,x))T Ñf(x)<0。

据条件C,条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))和上面两个等式,可以得到:

α(x+λα(y,x)η(y,x),x)Tη(x+λα(y,x)η(y,x),x)T Ñf(x+γα(y,x)η(y,x))+
α(x,x+λα(y,x)Tη(y,x)T)η(x,x+λα(y,x)Tη(y,x)T)Ñf(x+λα(y,x)η(y,x))<0, (18)
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和

α(x,x+λα(y,x)Tη(y,x)T)η(x,x+λα(y,x)Tη(y,x)T)Ñf(x+γα(y,x)η(y,x))+
α(x+λα(y,x)η(y,x),x)Tη(x+λα(y,x)η(y,x),x)T Ñf(x)<0。 (19)

再次利用条件C、条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),并将(18),(19)式相加,可以得到:

α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x+λα(y,x)η(y,x))>α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。 (20)
结合(14),(20)式,得到f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x),这与(12)式矛盾。从而,∀x,y∈S,f(x)≠
f(y),f(y)>f(x)+α(y,x)Tη(y,x)T Ñf(x)。

根据定理3,f是半严格α-预不变凸函数。 证毕

例3 令f(x)=
-1,x≠0
0,x{ =0

,α(x,y)=1,η(x,y)=

x-y,x≥0,y≥0
x-y,x≤0,y≤0
1-y,x<0,y≥0
-1-y,x>0,y≥

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

,易知f,η和α分别满足条件A、条

件C及条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))和条件f(x+α(y,x)η(y,x))=f(y)。
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GradientPropertiesofStrictlyα-InexpressiveandSemiStrictlyα-InexpressiveFunctions

WANGHaiying,FUZufeng
(DepartmetofMathematicsandPhysics,AnshunCollege,AnshunGuizhou561000,China)

Abstract:[Purposes]α-inexpressiveisanewkindofgeneralizedconvexityintroducedbyscholars.Sotheresearchfocusedonisthe
classesofα-preinvexfunction.[Methods]UndertheConditionC,ConditionAandsomesuitableconditions,someofitsproperties
isstudiedmoredeeply.[Findings]Thesepropertiesincludeagradientcriterionofstrictlya-preinvexfunctionsandtwogradient

propertiesofsemistrictlyα-preinvexfunctions.[Conclusions]Itisshownthatafunctionis(strictly)semistrictlyα-preinvexifand
onlyifitsatisfiesastrictinvexityinequalityforanytwopointswithdistinctfunctionvalues.
Keywords:strictlyα-preinvexfunctions;semistrictlyα-preinvexfunctions;gradient
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