
 2018年11月 重庆师范大学学报(自然科学版) Nov.2018
第35卷 第6期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.35 No.6

 DOI:10.11721/cqnuj20180609

求解一维线性双曲型方程的高精度紧致差分格式
*

韩俊茹,葛永斌

(宁夏大学 数学统计学院,银川750021)

摘要:【目的】双曲型方程是一类重要的偏微分方程,由于寻求问题本身的精确解比较困难,数值方法来求解此类方程有极

具深远的意义和实际应用价值。【方法】首先对于一维的线性双曲型方程,在空间上采用Kreiss提出的四阶紧致差分公式

进行逼近,时间上采用Taylor级数展开及截断误差修正的方法,推导出一个隐式的紧致差分格式。【结果】该格式在时间

和空间上都有四阶精度,截断误差为O(τ4+h4)。【结论】采用Fourier方法分析了该格式的稳定性。数值实验证明提出

的格式具有较好的稳定性和精确性。
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在偏微分方程中,有一类专门描述震动和波动现象的方程,称为一般线性双曲型方程。对于物理和生物领

域的一些非线性现象,均可用此类方程来描述。例如,对流与扩散和反应与扩散之间的相互作用等。由于寻求

问题本身的精确解比较困难,故用数值方法来求解此类方程具有深远的意义和实际的应用价值。
近些年来,国内外许多学者提出了求解一般线性双曲型方程数值解的方法[1-9]。Mohanty[1-2]提出了用于求

解线性双曲型方程的无条件稳定的一维、二维和三维的有限差分格式,其截断误差为O(τ2+h2)。Liu等人[3-4]提

出了在Dirichlet和Neumann边界条件下,求解一维电报方程的无条件稳定的两层紧致差分格式。空间上采用

四次样条方法,时间上应用广义梯形公式,当θ≠13
时,该格式的截断误差为O(τ2+h4);当θ=13

时,该格式的截

断误差为O(τ3+h4)。Ding等人[5-6]为了求解一维和二维电报方程,提出了一种条件稳定的高精度紧致差分格

式。空间上采用四阶紧致差分公式,时间上采用截断误差修正法,其截断误差为O(τ4+h4),稳定性条件为

τ2
h2[6+τ2(2α2-β2)]<

1
6
。Ding等人[7]采用非线性样条方法提出了求解一维电报方程的差分格式,空间上采用

非多项式参数的三次样条逼近,时间上采用紧致有限差分方法进行近似,其截断误差为O(τ4+h4),稳定性条件

为 2c2τ2
h2[12+τ2(α2+β2)]<

1
4-λ1

。Deng等人[8]提出了求解二维线性双曲型方程的四阶紧致交替方向隐式

(Alternatingdirectionimplicitmethod,ADI)格式,截 断 误 差 为 O(τ4+h4),稳 定 性 条 件 为rx+ry<1+
Δt2
12
(ρ2-2β2)。

本文针对一维线性双曲型方程,在空间导数上利用Kreiss提出的四阶紧致差分公式逼近,在时间导数上采

用Taylor级数展开并利用截断误差修正方法,得到一个在时间和空间上都达到四阶精度的紧致差分格式。然后

利用Fourier方法分析了格式的稳定性。最后,对格式的稳定性和精确性进行数值验证。

1差分格式的建立

考虑如下一维线性双曲型方程的初边值问题:

* 收稿日期:2018-03-13  修回日期:2018-07-26  网络出版时间:2018-10-25 10:42
资助项目:国家自然科学基金(No.11772165);宁夏自然科学基金(No.2018AAC02003)

第一作者简介:韩俊茹,女,研究方向为偏微分方程数值解法,E-mail:hanjr1993@163.com;通信作者:葛永斌,男,教授,博士生导师,E-

mail:gyb@nxu.edu.cn
网络出版地址:http://kns.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20181025.1042.026.html



∂2u(x,t)
∂t2 +2α∂u

(x,t)
∂t +β2u(x,t)=∂

2u(x,t)
∂x2 +f(x,t),α>β≥0, (1)

u(x,0)=φ(x),
∂u(x,0)
∂t =ψ(x), (2)

u(a,t)=g0(t),u(b,t)=g1(t)。 (3)
其中:(x,t)∈[a,b]×(0,T],α,β是常数,φ(x),ψ(x),g0(t)和g1(t)均为已知函数,u(x,t)是未知函数,f(x,t)是
源项。

将求解区域[a,b]剖分为 N 个子区间:a=x0,x1,x2,…,xN-1,xN=b,并且定义h=b-aN
,时间步长用τ表

示。用u(xi,tn)表示u(x,t)在网格节点(xi,tn)处的函数值,其中xi=a+ih,i=0,1,…,N,tn=nτ,n≥0。
首先,通过对时间二阶导数采用中心差分并保留截断误差主项,得到如下四阶差分近似:
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对空间导数项利用Kreiss[10]提出的四阶紧致差分公式:
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将(4),(5)和(6)式代入(1)式得:
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则有:
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将(8),(9)式代入(7)式,并利用qn
i= ∂

2u
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对(10)式中的 ∂2u
∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

n

i
采用四阶Padé紧致差分格式进行逼近,则有:
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对(10)式化简,整理可得:
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其中:

56第6期            韩俊茹,等:求解一维线性双曲型方程的高精度紧致差分格式



A=5α6τ+
5α2
18+

5β2

72+
5
6τ2+

5αβ2τ
72

,B=α
12τ+

α2
36+

β2

144+
1
12τ2+

αβ2τ
144

,

C=-25β
2

36 +5α
2

9 -
2
h2+

5
3τ2
,D=-5β

2

72 +α
2

18+
1
h2+

1
6τ2
,E=5α6τ-

5α2
18-

5β2

72-
5
6τ2+

5αβ2τ
72

,

F=α
12τ-

α2
36-

β2

144-
1
12τ2+

αβ2τ
144

,G=5ατ+572
,H=ατ+1144

,J=-536
,K=-172

,L=5-5ατ72
,

M=1-ατ144
,N=5ατ+572

,O=ατ+1144
,P=2536

,Q=572
,R=5-5ατ72

,S=1-ατ144
。

(12)式即为求解一维线性双曲型方程(1)的四阶紧致差分格式,格式整体具有四阶精度。
因为格式是三层的,每一步推进都需要确定前两个时间步的值。初始时刻的值由(2)式给出,第一个时间步

的值通过Taylor级数展开可得到一个与(12)式相匹配的四阶近似:
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利用(1)式,有:
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把(2),(14)和(15)式代入(13)式且略去高阶项,则有:
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2稳定性分析

利用Fourier方法分析本文所提格式(12)式的稳定性。假设源项f 的值精确且无误差,令un
i=ηneiωxi,

(uxx)ni=ξneiωxi,其中ξ,η为振幅,ω为相位角,i= -1为虚数单位。

引理1[11] 实系数二次方程λ2-bλ-c=0的根按模不大于1的充分必要条件为 b ≤1-c≤2。
证明 对于(6)式,可得:
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对上式进行化简整理有:
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令Un
i=(un

i,vn
i)T,Un

i=ηneiωxi并将(18)式代入(19)式进行整理可得:
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从而可得(12)式的误差增长矩阵为:
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则得上述误差增长矩阵的特征方程中的b和c的表达式如下:
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由引理 b ≤1-c≤2⇒
c≥-1
c-1≤b≤1-{ c

,将(12)式的系数代入(22)和(23)式,并通过c≥-1可得到:
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显而易见,(24)式恒成立。
又由c-1≤b≤1+c可得:
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恒成立,当cosω=-1时,(26)式第一项取得

最小值,则(26)式变为:

8α2
9 -

4β2

9 +
8
3τ2-

5
3h2≥0

, (27)

求解(27)式,即可得(12)式稳定的充要条件为 τ2
h2[6+τ2(2α2-β2)]≤

4
15
。 证毕

3数值实验

现考虑如下两个带有精确解的初边值问题验证本文(12)式的精确性和稳定性,采用本文(12)式进行计算,

并分别与文献[5,7]中格式的计算结果进行比较。其中,均方根误差定义为σRMS=
∑
N-1

i=1
Ei

N -1
,收敛阶定义为

Rrate=log
σRMS1
σRMS2

·log
h1
h

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1
,σRMS1和σRMS2为空间网格步长分别为h1 和h2 时的均方根误差。

问题1[7] ∂
2u
∂t2+2π

∂u
∂t+π

2u=∂
2u
∂x2+π

2sin(πx)[sin(πt)+2cos(πt)],0≤x≤1,0≤t≤1,u(x,0)=0,

∂u(x,0)
∂t =πsin(πx),u(0,t)=u(1,t)=0,精确解为u(x,t)=sin(πx)sin(πt)。

问题2[5] ∂
2u
∂t2+2π

2∂u
∂t+π

2u=∂
2u
∂x2+e

-tsin(πx),u(x,0)=sin(πx),∂u
(x,0)
∂t =-sin(πx)u(0,t)=0,

u(1,t)=0。精确解为u(x,t)=e-tsin(πx)。

表1给出了采用本文格式对问题1当τ= 1200
,h= 1100

时,在t=0.5时刻对不同x的绝对误差,并与文献[7]

中格式的计算结果进行了比较。可以看出文献[7]中当λ1=16
,λ2=23

时的绝对误差比本文格式的绝对误差大了
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表1 当τ=1/200,h=1/100时,在t=0.5时刻的问题1绝对误差

Tab.1 Absoluteerrorwhenτ=1/200,h=1/100andt=0.5forProblem1

x
文献[7]

λ1=1/6,λ2=2/3

文献[7]

λ1=1/12,λ2=5/6
本文格式(12)

0.2 1.1678×10-5 9.620543×10-10 9.2301000×10-10

0.4 1.8896×10-5 1.556647×10-9 1.4934650×10-9

0.6 1.8896×10-5 1.556669×10-9 1.4934651×10-9

0.8 1.1678×10-5 9.620679×10-10 9.2300723×10-10

表2 当τ=1/50时,在t=1时刻问题1的RMS误差

Tab.2 RMSerrorwhenτ=1/50andt=1forProblem1

τ/h
文献[7]

λ1=1/6,λ2=2/3

文献[7]

λ1=1/12,λ2=5/6
本文格式(12)

1.0 1.6239×108 6.5198×10-8 6.8855×10-8

1.1 6.1904×1011 6.2098×10-5 1.3528×10-5

1.2 2.1148×1016 1.1138×102 2.4913×10-3

1.3 2.1148×1016 2.4462×105 2.9178×103

表3 当τ=1/200,t=1时刻,问题2对不同λ的RMS误差及收敛阶

Tab.3 RMSerrorsandtheconvergenceratewhenτ=1/200,λ=0.5forProblem2

h 文献[5] Rrate 本文格式(12) Rrate

1/10 5.168×10-6 5.081×10-6

1/20 3.296×10-7 3.96 3.166×10-7 4.00

1/40 2.078×10-8 3.98 1.972×10-8 4.00

1/80 1.255×10-9 4.07 1.178×10-9 4.09

1/160 2.677×10-11 5.55 1.912×10-11 5.95

几个数量级;而文献[7]中的λ1=112
,

λ2=56
时的绝对误差与本文格式的绝

对误差虽在同一个数量级上,但本文

的结果略优于文献[7]。表2给出了

问题1当τ=150
时,在t=1时刻对τ

h
取不同值时的RMS误差。本文(12)

式的稳定性条件为τ
h ≤1.26491

,稳

定性明显优于文献[7]中的两个格

式,并且所得结果与理论分析相一致。

表3给出了问题2在τ= 1200
,t=1时

刻对不同h 的 RMS误差及收敛阶,
可以看出本文格式在取不同的网格

步长时的计算结果均优于文献[5],
从收敛阶可以看出本文格式具有四

阶精度。

4结论

本文提出了一种新的隐式三层高

精度紧致差分格式,用来求解一维线

性双曲型方程,在时间和空间方向上

均具有四阶精度。然后格式的稳定性

采用Fourier方法分析,得到格式的稳

定性 条 件 为 τ2
h2[6+τ2(2α2-β2)]≤

4
15
。最后通过两个数值算例进行数值验证,并将本文格式与文献[7]和文献[5]的格式进行比较。计算结果显

示,本文的计算结果更为精确,稳定性条件也相较文献[7]中格式宽松,并且稳定性和精度与理论分析的结果相

一致,从而充分的证明了本文格式的稳定性和准确性。
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AHigh-OrderCompactDifferenceSchemeforSolvingthe
OneDimensionalLinearHyperbolicEquation

HANJunru,GEYongbin
(SchoolofMathematicsandStatistics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China)

Abstract:[Purposes]Hyperbolicequationsareanimportantclassofpartialdifferentialequations.Becauseitisdifficulttofindtheex-
actsolutionoftheproblemitself,usenumericalmethodsforsolvingsuchequations.[Methods]Firstly,fortheonedimensionalline-
arhyperbolicequation,ahigh-ordercompactdifferenceschemeisdevelopedbyusingthefourth-ordercompactdifferenceformula

proposedbyKreissinspacedirectionandtheTaylorseriesexpansionandthetruncationerrorcorrectionmethodintimedirection.
[Findings]ThetruncationerrorofthismethodisO(τ4+h4).[Conclusions]ItsstabilitycriterionisdeterminedbyusingFouriera-
nalysismethod.Thenumericalexperimentsareconductedandnumericalresultsvalidatethestabilityandaccuracyofthepresent

scheme.

Keywords:linearhyperbolicequation;padéapproximation;compactscheme;finitedifferencemethod
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