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多目标优化问题（ε，ε）拟真有效解的一个充分条件


马圆圆，彭建文

（重庆师范大学 数学科学学院，重庆４０１３３１）

摘要：【目的】对多目标优化问题（ε，ε）拟真有效解的充分条件进一步研究和推广。【方法】利用多目标优化问题的广义加

权切比雪夫标量化问题或改进的加权切比雪夫标量化问题。【结果】在没有任何凸性假设的情况下，得到了多目标优化问

题的（ε，ε）拟真有效解的一个新的充分条件。【结论】推广了已有文献中的结果。
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多目标优化问题在许多领域如经济、工程、医学等方面都有着广泛的应用。在多目标优化问题中解的定义

是十分重要的研究课题，因此，许多学者引进了各种意义下解的概念，主要有：有效解、弱有效解和各种真有效

解。然而，多目标优化问题的有效解（或弱有效解）在非紧的情况下，往往并不存在，但其近似解在条件很弱的情

况下可能是存在的。数值优化问题中，近似解的概念是由 Ｋｕｔａｔｅｌａｄｚｅ
［１］在１９７９年首次提出的。在１９８６年，

Ｗｈｉｔｅ
［２］研究了多目标优化问题的６种ε近似有效解。１９９９年，Ｌｉｕ

［３］提出了ε真有效解的概念，并得出相关的

标量化性质。２００８年Ｂｅｌｄｍａｎ等人
［４］给出了多目标优化问题（ε，ε）近似拟真有效解的概念。２０１３年Ｇｈａｚｎａ

ｖｉｇｈｏｓｏｎｉ等人
［５］给出了多目标优化问题ε（弱，真）有效解的一些充分条件和必要条件。２０１５年，Ｙｕｅ和Ｇａｏ

［６］

给出了多目标优化问题的（ε，ε）拟近似（弱）有效解的充分条件和必要条件。２０１７年，Ｇｈａｚｎａｖｉ
［７］利用两种标量

化方法给出了多目标优化问题的（ε，ε）拟近似（弱，真）有效解的充分条件。

本文对文献［７］中的多目标优化问题（ε，ε）近似拟真有效解的充分条件进行了改进，使得λ犻及δ，δ，ε，ε的取

值范围变得更加广泛。

１预备知识

在本文中，需要以下偏序关系：对任意的狓，狔∈犚
狀，狓＜狔狔－狓∈ｉｎｔ犚

狀
＋，狓≤狔狔－狓∈ 犚

狀
＋＼｛｝０ ，狓!狔

狔－狓∈犚
狀
＋。

考虑如下的多目标优化问题：

（ＭＯＰ）　　ｍｉｎ犳（狓）＝（犳１（狓），犳２（狓），…，犳犿（狓）），狓∈犡。

其中，犡犚
狀 是非空集合，犳：犡→犚

犿。

定义１
［８］
　考虑（ＭＯＰ）：

１）称点狔
犐＝（狔

犐
１，狔

犐
２，…，狔

犐
犿）为（ＭＯＰ）的理想点，其中狔

犐
犻＝ｍｉｎ

狓∈犡
犳犻（狓），犻＝１，２，…，犿。

２）称点狔
犝＝（狔

犝
１，狔

犝
犿，…，狔

犝
犿）为（ＭＯＰ）的乌托邦点，其中狔

犝
犻＝狔

犐
犻－α犻，犻＝１，２，…，犿，且α∈犚

犿
＞。

定义２
［４］
　设（ε，ε）∈犚

犿
"

×犚犿
"

，狓^∈犡：

１）称狓^为（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟有效解，若不存在狓∈犡使得犳（狓）≤犳（狓^）－ε狓－狓^ －ε。

２）称狓^为（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟弱有效解，若不存在狓∈犡使得犳（狓）＜犳（狓^）－ε狓－狓^ －ε。
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３）称狓^为（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟真有效解，若狓^为（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟有效解，且存在Ｍ＞０，使得对于满

足犳犻（狓）＜犳犻（狓^）－ε犻 狓－狓^ －ε犻 的任何犻∈｛１，２，…，犿｝和狓∈犡，存在犼∈｛１，２，…，犿｝＼｛犻｝，使得犳犼（狓）＞

犳犼（狓^）－ε犼 狓－狓^ －ε犼，且
犳犻（狓^）－犳犻（狓）－ε犻 狓－狓^ －ε犻

犳犼（狓）－犳犼（狓^）＋ε犼 狓－狓^ ＋ε犼
≤犕。

考虑如下单目标优化问题：

（Ｐ）　　ｍｉｎφ（狓），狓∈犡，

其中φ：犡犚
狀
→犚。

定义３
［４］
　设（δ，δ）∈犚"

×犚
"

，狓^∈犡：

１）称狓^为（Ｐ）的（δ，δ）近似拟最优解，若φ（狓^）≤φ（狓）＋δ狓－狓^ ＋δ，狓∈犡。

２）称狓^为（Ｐ）的严格（δ，δ）近似拟最优解，若φ（狓^）＜φ（狓）＋δ狓－狓^ ＋δ，狓∈犡。

Ｓｔｅｕｅｒ和Ｃｈｏｏ
［９］考虑了如下的广义加权切比雪夫标量化问题（ＳＯＰ１）：

（ＳＯＰ１）　　ｍｉｎｍａｘ
犻∈犐

λ犻（犳犻（狓）－狔
犝
犻）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓）－狔

犝
狋［ ］） ，狓∈犡，

其中，犐＝ １，２，…，｛ ｝犿 ，狔
犝 是乌托邦点，λ＝（λ１，λ１，…，λ犿）∈犚

犿
"

，ρ＝（ρ１，ρ２，…，ρ犿）∈犚
犿
"

。

Ｋａｌｉｓｚｅｗｓｋｉ
［１０］考虑了如下的改进的加权切比雪夫标量化问题（ＳＯＰ２）：

（ＳＯＰ２）　　ｍｉｎｍａｘλ犻
犻∈犐

（犳犻（狓）－狔
犝
犻）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓）－狔

犝
狋［ ］），狓∈犡，

其中，犐＝｛１，２，…，犿｝，狔
犝 是乌托邦点，λ＝（λ１，λ１，…，λ犿）∈犚

犿
"

，ρ＝（ρ１，ρ２，…，ρ犿）∈犚
犿
"

。

引理１
［７］
　设（ε，ε）∈犚

犿
"

×犚犿
"

，狓^∈犡，则：

１）狓^是（ＳＯＰ１）的（δ，δ）近似拟最优解，且δ≤ ｍｉｎ
犻∈犐

｛λ犻ε犻｝＋∑
狋∈犐
ρ狋ε狋，δ≤ ｍｉｎ

犻∈犐
λ犻ε｛ ｝犻 ＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋，ρ∈犚

犿
＞，λ∈

犚犿＋，则狓^是（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟有效解。

２）狓^是（ＳＯＰ２）的（δ，δ）近似拟最优解，且δ≤ ｍｉｎ
犻∈犐
λ犻（ε犻＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋），δ≤ ｍｉｎ

犻∈犐
λ犻（ε犻＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋），ρ∈犚

犿
＞，λ∈

犚犿＋，则狓^是（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟有效解。

２主要结果

文献［７］利用文献［４］的定理５，研究了（ＭＯＰ）基于（ＳＯＰ１）和（ＳＯＰ２）的（ε，ε）拟真有效解的充分条件，得到

了如下定理：

定理１
［７］
　设（ε，ε）∈犚

犿
＞×犚

犿
＞：

１）狓^是（ＳＯＰ１）的（δ，δ）近似拟最优解，且δ＝ｍａｘ
犻∈犐

｛λ犻ε犻｝＋∑
狋∈犐
ρ狋ε［ ］狋 ，δ＝ｍａｘ

犻∈犐
λ犻ε｛ ｝犻 ＋∑

狋∈犐
ρ狋ε［ ］狋 ，ρ∈

犚犿＞，且狔
犝
犻满足犻∈犐，λ犻＝ 犳犻（狓）－狔

犝［ ］犻
－１
＞０，则狓^是（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟真有效解。

２）狓^是（ＳＯＰ２）的（δ，δ）近似拟最优解，且δ＝ｍａｘ
犻∈犐
λ犻ε犻＋∑

狋∈犐
ρ狋ε（ ）狋 ，δ＝ｍａｘ

犻∈犐
λ犻ε犻＋∑

狋∈犐
ρ狋ε（ ）狋 ，其中ρ∈

犚犿＞，且狔
犝
犻 满足对于犻∈犐，都有如下的关系成立：λ犻＝ 犳犻（狓）－狔

犝
犻 ＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓^）－狔

犝
狋［ ］） －１

＞０。

则狓^是（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟真有效解。

在定理１中λ犻，δ和δ的取值是事先给定的固定值。比如：λ犻 的取值为：λ犻＝ 犳犻（狓）－狔
犝［ ］犻

－１或者λ犻 ＝

犳犻（狓）－狔
犝
犻 ＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓^）－狔

犝
狋［ ］） －１

。下面对定理１中λ犻及δ，δ的取值进行了修正，使它们的取值不再是一

个固定值，而是在某个取值范畴内即可。同时将原来对（ε，ε）的取值范围也由犚
犿
＞×犚

犿
＞放宽为（ε，ε）∈犚

犿
"

×犚犿
"

。

改进后的结论如下：

定理２　设（ε，ε）∈犚
犿
"

×犚犿
"

：

１）狓^是（ＳＯＰ１）的（δ，δ）近似拟最优解，且δ≤ ｍｉｎ
犻∈犐

｛λ犻ε犻｝＋∑
狋∈犐
ρ狋ε狋，δ≤ ｍｉｎ

犻∈犐
λ犻ε｛ ｝犻 ＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋，ρ∈犚

犿
＞，λ∈

犚犿＋，则狓^是（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟真有效解。
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２）狓^是（ＳＯＰ２）的（δ，δ）近似拟最优解，且δ≤ｍｉｎ
犻∈犐
λ犻ε犻＋∑

狋∈犐
ρ狋ε（ ）狋 ，δ≤ｍｉｎ

犻∈犐
λ犻ε犻＋∑

狋∈犐
ρ狋ε（ ）狋 ，ρ∈犚

犿
＞，λ∈

犚犿＋，则狓^是（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟真有效解。

证明　１）令犕＝ｍａｘ
犻，犾∈犐

λ犾＋∑
狋∈犐
ρ狋

ρ

烅
烄

烆
烍
烌

烎犻

，对于犻∈犐并且狓^∈犡满足犳犻（狓０）＜犳犻（狓^）－ε犻 狓０－狓^ －ε犻。为了证明

狓^为（ＭＯＰ）的（ε，ε）拟真有效解，需证明存在犼∈ １，２，…，｛ ｝犿 ，使得：

犳犼（狓^）＜犳犼（狓０）＋ε犼 狓０－狓^ ＋ε犼，

且：

犳犻（狓^）－犳犻（狓０）－ε犻 狓０－狓^ －ε犻

犳犼（狓０）－犳犼（狓^）＋ε犼 狓０－狓^ ＋ε犼
≤犕。

由引理１可知，狓^为（ＭＯＰ）的（ε，ε）拟有效解，且狓０∈犡，所以存在狋∈ １，２，…，｛ ｝犿 ，使得：

犳狋（狓^）－ε狋 狓０－狓^ －ε狋＜犳狋（狓０）。

定义：

犳犼（狓^）－ε犼 狓０－狓^ －ε犼－犳犼（狓０）＝ｍｉｎ
狋∈犐

犳狋（狓^）－ε狋 狓０－狓^ －ε狋－犳狋（狓０［ ］）， （１）

所以有

犳犼（狓^）－ε犼 狓０－狓^ －ε犼－犳犼（狓０）＜０。

又因为狓^为（ＳＯＰ１）的（δ，δ）近似拟最优解，故有：

ｍａｘ
犽∈犐

λ犽（犳犽（狓０）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋［ ］）＋δ狓０－狓^ ＋δ≥

ｍａｘ
犽∈犐

λ犽（犳犽（狓^）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓^）－狔

狌
狋［ ］） 。 （２）

根据（２）式，有如下不等式成立：

ｍａｘ
犽∈犐

λ犽（犳犽（狓０）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋）＋（λ犽ε犽＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋）狓０－狓^ ＋（λ犽ε犽＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋［ ］） ≥

ｍａｘ
犽∈犐

λ犽（犳犽（狓０）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋［ ］）＋ｍｉｎ

犽∈犐

（λ犽ε犽＋∑
狋∈犐
ρ狋ε狋）狓０－狓^ ＋（λ犽ε犽＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋［ ］）≥

ｍａｘ
犽∈犐

λ犽（犳犽（狓０）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋［ ］）＋ｍｉｎ

犽∈犐

（λ犽ε犽＋∑
狋∈犐
ρ狋ε狋）狓０－狓^ ＋ｍｉｎ

犽∈犐

（λ犽ε犽＋∑
狋∈犐
ρ狋ε狋）≥

ｍａｘ
犽∈犐
λ犽（犳犽（狓０）－狔

狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋［ ］）＋δ狓０－狓^ ＋δ≥

ｍａｘ
犽∈犐
λ犽（犳犽（狓^）－狔

狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓^）－狔

狌
狋［ ］） 。

所以有如下结果：

ｍａｘ
犽∈犐

［λ犽（犳犽（狓０）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋）＋

（λ犽ε犽＋∑
狋∈犐
ρ狋ε狋）狓０－狓^ ＋（λ犽ε犽＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋）］≥

ｍａｘ
犽∈犐

λ犽（犳犽（狓^）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓^）－狔

狌
狋［ ］）。 （３）

这里标记等式：

λ犾（犳犾（狓０）－狔
狌
犾）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋）＋（λ犾ε犾＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋）狓０－狓^ ＋（λ犾ε犾＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋）＝

ｍａｘ
犽∈犐

λ犽（犳犽（狓０）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋）＋（λ犽ε犽＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋）狓０－狓^ ＋（λ犽ε犽＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋［ ］）。 （４）

故由（３）式和（４）式有：

λ犾（犳犾（狓０）－狔
狌
犾）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋）＋（λ犾ε犾＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋）狓０－狓^ ＋（λ犾ε犾＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋）≥

ｍａｘ
犽∈犐

λ犽（犳犽（狓０）－狔
狌
犽）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓０）－狔

狌
狋［ ］）＋δ狓０－狓^ ＋δ≥
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λ犾（犳犾（狓^）－狔
狌
犾）＋∑

狋∈犐
ρ狋（犳狋（狓^）－狔

狌
狋）。

则有：

λ犾（犳犾（狓^）－犳犾（狓０））－λ犾ε犾 狓０－狓^ －λ犾ε犾＋∑
狋∈犐
ρ狋 犳狋（狓^）－犳狋（狓０）－ε狋 狓０－狓^ －ε［ ］狋 ≤０，

即：

λ犾（犳犾（狓^）－犳犾（狓０）－ε犾 狓０－狓^ －ε犾）＋∑
狋∈犐
ρ狋 犳狋（狓^）－犳狋（狓０）－ε狋 狓０－狓^ －ε［ ］狋 ≤０。

由（１）式得：

λ犾（犳犼（狓^）－犳犼（狓０）－ε犼 狓０－狓^ －ε犼）＋∑
狋∈犐
ρ狋 犳狋（狓^）－犳狋（狓０）－ε狋 狓０－狓^ －ε［ ］狋 ≤０，

所以有：

ρ犻（犳犻（狓^）－犳（狓０）－ε犻 狓０－狓^ －ε犻）≤λ犾（犳犼（狓０）－犳犼（狓^）＋ε犼 狓０－狓^ ＋ε犼）＋

∑
狋∈犐，狋≠犻

ρ狋 犳狋（狓０）－犳狋（狓^）［ ＋ε狋 狓０－狓^ ＋ε］狋 ≤ λ犾＋ ∑
狋∈犐，狋≠犻

ρ（ ）狋 （犳犼（狓０）－犳犼（狓^）＋ε犼 狓０－狓^ ＋ε犼）。

得到如下不等式：

犳犻（狓^）－犳犻（狓０）－ε犻 狓０－狓^ －ε犻

犳犼（狓０）－犳犼（狓^）＋ε犼 狓０－狓^ ＋ε犼
≤

λ犾＋ ∑
狋∈犐，狋≠犻

ρ狋

ρ犻
≤犕 。

因此１）证明完成。

２）证明过程与１）相似。 证毕

注１　当ε＝０时，定理２退化为文献［５］中的定理４．８，当ε＝ε＝０时，定理２退化为文献［１１］中的定理６．２，

所以定理２是文献［５］和文献［１１］相应结果的推广。

例１　考虑如下多目标优化问题：

ｍｉｎ犳（狓）＝（犳１（狓），犳２（狓））＝（狓１，狓２），狓∈犡，

其中，犡＝ （狓１，狓２）∈犚
２
｜狓１＋狓２＞２，狓１，狓２＞｛ ｝０ ，设ε＝ε＝（０．１，０．１），狔

犝＝（－１，－１）。对于广义加权切比雪夫

标量化问题（ＳＯＰ１），令λ＝（λ１，λ２）＝（１，１），ρ＝（ρ１，ρ２）＝（０，０）。由定理２的条件δ≤ ｍｉｎ
犻∈犐

｛λ犻ε犻｝＋∑
狋∈犐
ρ狋ε狋，

δ≤ ｍｉｎ
犻∈犐
λ犻ε｛ ｝犻 ＋∑

狋∈犐
ρ狋ε狋，得δ＝０．１，δ＝０．１。因此，相应的标量化问题如下：

（ＳＯＰ３）　 ｍｉｎ
狓∈犡

ｍａｘ
犻＝１，２

狓１＋１，狓２＋｛ ｝１ 。

容易得出：狓^＝（１．１，１．１）是（ＳＯＰ３）的（δ，δ）拟最优解，因此，由定理２知狓^是所给多目标优化问题的（ε，ε）近似

拟真有效解。

３总结

本文在没有任何凸性的假设下，通过利用标量化技术去考虑了（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟真有效解。研究了

（ＭＯＰ）的近似拟真有效解与（ＳＯＰ）的近似拟最优解之间的关系，利用广义加权切比雪夫标量化问题或改进的加

权切比雪夫标量化问题，得到了（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟真有效解的另一个充分条件，使得定理中的λ犻，δ和δ的

的取值不再是一个固定值，而是在某个取值范畴内即可。文献［７］中也给出了（ＭＯＰ）的（ε，ε）近似拟真有效解

的充分条件，但其中的λ犻，δ和δ的取值是固定的，事实上，本文结果是文献［７］中相应结果的改进。
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