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张量伪谱的包含域
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摘要：【目的】研究张量伪谱的相关性质。【方法】利用张量伪谱的定义，在现有文献基础上进一步研究张量伪谱的相关性

质。【结果】给出了张量伪谱的新包含域。【结论】证明了所得到的区域比已有文献中的区域更小。
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１预备知识

矩阵伪谱是分析矩阵特征值扰动的重要工具，在控制理论、微分方程数值解等领域都有着十分重要的应

用［１６，８１１］。张量伪谱可以看成是矩阵伪谱的推广，它与齐次动力系统的稳定解息息相关［７］。

２００５年，Ｑｉ
［３］给出了张量Ｈ特征值和Ｈ特征向量的定义，并证明了张量正定的充要条件是它所有的 Ｈ特

征值大于零。复数域上的犿阶狀维的张量犃 定义如下：

犃＝（犪犻
１
犻
２
…犻犿
）∈犆

［犿，狀］，犪犻
１
犻
２
…犻犿∈犆，犻１，…，犻犿∈犖，犖＝｛１，２，…，狀｝。

２０１７年，令 犈 Ｆ 为张量犈的Ｆ范数，犆为复数域，基于张量Ｈ特征值的定义，文献［３］给出了如下的张量伪

谱的定义：

定义１
［３］
　设犃，犈∈犆

［犿，狀］，ε≥０。则张量的伪谱为：Λε（犃）＝｛λ∈犆：（犃＋犈）狓
犿－１＝λ狓

［犿－１］｝，其中，犈 Ｆ≤ε，

狓∈犆
狀 为非零向量。

对于张量伪谱，Ｃｈｅ等人
［７］给出了如下的盖尔圆盘定理：

引理１
［７］
　设犃＝（犪犻

１
…犻犿
），犈＝（犲犻

１
…犻犿
）∈犆

［犿，狀］，ε≥０。则Λε（犃）犇（犃）＝∪
狀

犻＝１
犇犻（犃），其中，犇犻（犃）＝

λ∈犆：λ－犪犻…犻 ≤ ∑
（犻
２
，…，犻犿

）≠（犻，…，犻）

犪犻犻
２
…犻犿 ＋狀

犿－１
２｛ ｝ε 。

令狕犿－１＝λ，若Ｒｅ（狕）＜０，则如下的齐次动力系统：

狌′（狋）∈（（犃＋犈）狌（狋）
犿－１）

１
犿［ ］－１ ，狌（狋）∈犆

狀， （１）

存在渐进稳定解。

本文通过对张量伪谱的进一步研究，得到了包含张量伪谱更小的包含域。数值例子证实了结果的有效性。

２张量伪谱的包含域

令狉犻（犃）＝ ∑
（犻
２
，…，犻犿

）≠（犻，…，犻）

犪犻犻
２
…犻犿

，可得如下张量伪谱的新包含域。

定理１　设犃＝（犪犻
１
…犻犿
），犈＝（犲犻

１
…犻犿
）∈犆

［犿，狀］，ε≥０，则有

 收稿日期：２０１８０８２８　　修回日期：２０１８１００８　　网络出版时间：２０１９０１０９　０７：３７

资助项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．７１４６１０２７）；贵州省科技厅基础研究项目基金（Ｎｏ．黔科合基础［２０１６］１１６１）；遵义师范学院博士基金

（Ｎｏ．遵师ＢＳ［２０１５］０９）；贵州省教育厅自然科学基金（Ｎｏ．黔教合ＫＹ［２０１６］２５５）

第一作者简介：何军，男，副教授，博士，研究方向为数值代数，Ｅｍａｉｌ：ｈｅｊｕｎｆａｎ１＠１６３．ｃｏｍ

网络出版地址：ｈｔｔｐ：／／ｋｎｓ．ｃｎｋｉ．ｎｅｔ／ｋｃｍｓ／ｄｅｔａｉｌ／５０．１１６５．Ｎ．２０１９０１０９．０７３１．０１４．ｈｔｍｌ



Λε（犃）Δ（犃）＝ ∪
犻，犼∈犖犼≠犻

Δ犼犻（犃）， （２）

其中，Δ犻，犼（犃）＝｛λ∈犆：（λ－犪犻…犻 －狀
犿－１
２ε）

犿－１
λ－犪犼…犼 ≤（狉犻（犃））

犿－１（狉犼（犃）＋狀
犿－１
２ε）｝。

证明　令λ∈Λε（犃），设非零向量狓∈犆
狀 是特征值λ对应的特征向量，即

（犃＋犈）狓犿－１＝λ狓
［犿－１］， （３）

令 狓狆 ≥ 狓狇 ≥ｍａｘ｛狓犻 ：犻∈犖，犻≠狆，狇｝，犖＝｛１，２…狀｝，由（３）式可得：

（λ－犪狆…狆）狓
犿－１
狆 ＝ ∑

（犻
２
，…，犻犿

）≠（狆，…，狆）

犪狆犻２…犻犿狓犻２…狓犻犿 ＋ ∑
犻
２
，…，犻犿∈犖

犲狆犻２…犻犿狓犻２…狓犻犿， （４）

在（４）式两边同时取绝对值有：

λ－犪狆…狆 狓犿－１狆 ≤ ∑
（犻
２
，…，犻犿

）≠（狆，…，狆）

犪狆犻２…犻犿 狓犻
２
… 狓犻犿 ＋ ∑

犻
２
…犻犿∈犖

犲狆犻２…犻犿 狓犻
２
… 狓犻犿 ，

因 狓狆 ≥ 狓狇 ≥ｍａｘ｛狓犻 ：犻∈犖，犻≠狆，狇｝，则有：

λ－犪狆…狆 狓狆
犿－１
≤ ∑

（犻
２
，…，犻犿

）≠（狆，…，狆）

犪狆犻２…犻犿 狓狆
犿－２ 狓狇 ＋ ∑

犻
２
，…，犻犿∈犖

犲狆犻２…犻犿 狓狆
犿－１， （５）

由Ｈｌｄｅｒ不等式有：

∑
犻
２
，…，犻犿∈犖

犲狆犻２…犻犿 ≤ 狀犿－１ ∑
犻
２
，…，犻犿∈犖

犲狆犻２…犻犿槡
２
≤狀

犿－１
２ 犈 Ｆ ≤狀

犿－１
２ε。

由（５）式可得

（λ－犪狆…狆 －狀
犿－１
２ε）狓狆 ≤狉狆（犃）狓狇 ， （６）

情形１：狓狇＝０，由（５）式可得：λ－犪狆…狆 狓狆
犿－１
≤狀

犿－１
２ε狓狆

犿－１，则有 λ－犪狆…狆 ≤狀
犿－１
２ε，即λ∈Λε（犃）

Δ（犃）。

情形２：当狓狇≠０时，有

λ－犪狇…狇 狓狇
犿－１
≤ ∑

（犻
２
，…，犻犿

）≠（狇，…，狇）

犪狇犻２…犻犿 狓狆
犿－１
＋ ∑
犻
２
，…，犻犿∈犖

犲狆犻２…犻犿 狓狆
犿－１
≤

（狉狇（犃）＋狀
犿－１
２ε）狓狆

犿－１。 （７）

由（６），（７）两式可得（λ－犪狆…狆 －狀
犿－１
２ε）

犿－１
λ－犪狇…狇 ≤（狉狆（犃））

犿－１（狉狇（犃）＋狀
犿－１
２ε）。 证毕

定理２　设犃＝（犪犻
１
…犻犿
），犈＝（犲犻

１
…犻犿
）∈犆

［犿，狀］，ε≥０。则Δ（犃）犇（犃）。

证明 　 令λ∈Λε（犃）。假设λ∈Δ（犃），但λ犇（犃），也就是说对所有的犻∈犖，有 λ－犪犻…犻 ＞

∑
（犻
２
，…，犻犿

）≠（犻，…，犻）

犪犻犻
２
…犻犿 ＋狀

犿－１
２ε，则对所有的犻，犼∈犖，犻≠犼，有（λ－犪犻…犻 －狀

犿－１
２ε）

犿－１
λ－犪犼…犼 ＞（狉犻（犃））

犿－１（狉犼（犃）＋

狀
犿－１
２ε），这与假设λ∈Δ（犃）矛盾。故Δ（犃）犇（犃）。 证毕

图１　犇（犃）与Δ（犃）（狕犿－１＝λ）

Ｆｉｇ．１　犇（犃）ＶＳΔ（犃）（狕
犿－１＝λ）

例１　设犃＝（犪犻犼犽犾）∈犆
［４，２］，其中犪１１１１＝－６＋犻，犪２２２２＝－

６，犪１２２２＝１，犪２１１１＝５，其余的犪犻犼犽犾＝０。令狕
犿－１＝λ，ε＝０．４，０．５，

０．８，１。在图１中，给出关于狕的包含区域，引理１中张量伪谱

区域犇（犃）用灰色表示，定理１中张量伪谱区域Δ（犃）用黑色表

示。由图１可以看出，定理１的结果比文献［７］中定理３．１的

结果好。

３张量伪谱的界

令ρ（犃）＝ ｍａｘ
λ∈Λε

（犃）
λ ，狕

犿－１＝λ，对齐次动力系统（１）的渐进

稳定解狌（狋）＝γｅ
狋狕狓，γ∈犚（实数），有ｅ

Ｒｅ（狕）狋
≥ｅ

－ 狕 狋
≥ｅ

－ρ（犃）狋≥

０，狋≥０。则ρ（犃）的大小可以表示齐次动力系统的渐近衰减率。

本节将给出ρ（犃）的上界。
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定理３　设犃＝（犪犻
１
…犻犿
）∈犆

［犿，狀］，ε≥０。则ρ（犃）≤ω１ ＝ｍａｘ
犻∈犖

犚犻（犃）＋狀
犿－１
２ε，其中犚犻（犃）＝ ∑

犻
２
，…，犻犿∈犖

犪犻犻
２
…犻犿

。

图２　ｅ
Ｒｅ（狕）狋和ｅ－ω１

（犃）狋

Ｆｉｇ．２　ｅ
Ｒｅ（狕）狋ａｎｄｅ－ω１

（犃）狋

证明 　 令λ∈Λε（犃）。由引理 １，存在犻０ ∈犖，使得

λ－犪犻
０
…犻
０
≤狉犻

０
（犃）＋狀

犿－１
２ε。则有 λ － 犪犻

０
…犻
０
≤狉犻

０
（犃）＋

狀
犿－１
２ε，即 λ ≤犚犻

０
（犃）＋狀

犿－１
２ε≤ｍａｘ

犻∈犖
犚犻（犃）＋狀

犿－１
２ε。 证毕

注　由定理１可以得到ρ（犃）的另外一个上界ω２，但是当

犿＞２时，其表达式很难具体给出。

例２　设犃＝（犪犻犼犽）∈犆
［３，３］，其中犪１１１＝１，犪２２２＝２，犪３３３＝５，

犪１２２＝２，犪１３３＝１，犪２１１＝－１，犪２３３＝－１，犪３１１＝－８，犪３２２＝－４，其

余的犪犻犼犽＝０。令ε＝０．５，则ω１＝４．４７２１。由图２可以看出，

狕 ≤ω１＝４．４７２１，并且ω１ 可以用来代替ρ（犃）来表示齐次动

力系统的渐近衰减率。
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注记［Ｊ］．重庆师范大学学报（自然科学版），２０１５，３２（５）：

８８９０．
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ｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ），２０１５，３２（５）：８８９０．
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ｅｘｉｓｔｉｎｇｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ．
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ＤＯＩ：１０．１１７２１／ｃｑｎｕｊ２０１９０２０３

一类约化函数代数


许安见１，邹　杨
２

（１．重庆理工大学 理学院，重庆４０００５４；２．重庆第二师范学院 数学与信息科学学院，重庆４０００４５）

摘要：【目的】研究当函数代数乘法作用在函数空间时的可约代数问题。【方法】设犡是紧 Ｈａｕｒｓｄｏｒｆｆ空间，犃是犡 上的对

数模代数。根据Ｒｉｅｓｚ表示定理，对犃上每个正线性泛函φ，存在唯一的表示测度犿。犔
２（犿）表示犡 上犿 可测的平方可

积函数组成的勒贝格空间，犎２（犿）表示犃在犔２（犿）的闭。证得犎２（犿）中函数可表示为犎∞（犿）中两个函数的商。【结果】

证明了当犃中函数的犃 乘法作用在犎２（犿）时，犃 的每个稠定义的不变图变换犜 具有压缩谱，且进一步证明了若犅是

犎２（犿）上包含犃的约化代数，则犅是自伴的。【结论】推广了已有文献的结果。

关键词：对数模代数；哈代空间；可约算子代数

中图分类号：Ｏ１７７ 文献标志码：Ａ 　　　文章编号：１６７２６６９３（２０１９）０２００５５０４

设犎 是一个可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，犅（犎）是 犎 上有界线性算子全体组成的代数。犕 是犎 的闭子空间，对

犅（犎）中的算子犜，若有犜犕犕，则犕 称为犜 的不变子空间；若犕 还是犜的不变子空间，称犕 为约化子空间。

若犕 不是零空间和全空间，则称犕 是非平凡的。闭子空间犕 称为一个算子集的不变子空间或约化子空间若它

是算子集合中每个算子的不变子空间或约化子空间。

犅（犎）的有单位的子代数犅称为可递的，若犅只有平凡的不变子空间；犅称为约化的，若它的不变子空间一

定是约化子空间。Ｋａｄｉｓｏｎ提出了可递代数问题：是否每个可递代数犅犅（犎）在犅（犎）中都是强稠的？Ｒａｄｊａｖｉ

和Ｒｏｓｅｎｔｈａｌ
［１］首先提出了可约代数问题：是否每个可约代数犅犅（犎）都是自伴的？可递代数问题、约化代数

问题都与著名的不变子空间问题紧密相关，即：可分Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的任何有界线性算子是否都有非平凡的不变

子空间？

不变子空间问题等价于犎 上每个算子犜 和单位生成的代数是否都是强稠的。Ｄｏｕｇｌａｓ和许安见
［２］引入了

催化算子的概念：称一个算子或算子集相对于可递代数是催化的，若包含该算子或算子集的可递代数在犅（犎）都

是强稠的；称算子相对于约化代数是催化的，若包含它的约化代数都是自伴的。若算子Ａ相对于可递代数是催

化的，则它一定有非平凡的不变子空间。Ａｒｖｅｓｏｎ
［３］第一个明确提出了可递代数问题，发展了一套研究可递代数

的工具，并得到了部分结果；他证明了单重单向位移，以及非数值的自伴算子对可递代数是催化的。后来

Ｒｉｃｈｔｅｒ
［４］证明了Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ位移相对于可递代数也是催化的。Ｎｏｒｄｇｒｅｎ

［５］将Ａｒｖｅｓｏｎ的结果推广到有限重的单

向位移算子。程国正等人［６］证明了具完备ＮｅｖａｎｌｉｎｎａＰｉｃｋ核的函数 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的乘坐标函数的算子对可

递代数和约化代数都是催化的。Ｄｏｕｇｌａｓ和许安见
［２］证明了复平面中多连通域上的丛位移算子对可递单数是催

化的。对约化代数，Ｒａｄｊａｖｉ和Ｒｏｓｅｎｔｈａｌ
［１］发展了一套类似于可递代数问题研究的方法，并证明了单向位移相对

于约化代数是催化的。

在下一节，将先回顾函数代数的一些基本结果，并证明犎∞（犿）中函数的商表示定理。在第二节，将证明对

数模代数相对于约化代数是催化的，这推广了Ｄｏｕｇｌａｓ和许安见
［２］的结果。

１对数模代数

本文中，假设犡是一个紧Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间，犆（犡）为犡上复值连续函数全体组成的代数。犆（犡）的子代数犃
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称为一致代数（Ｕｎｉｆｏｒｍａｌｇｅｂｒａ），若它满足：分离犡中的点且包含所有的常值函数。用Ｒｅ犃表示犃 所有函数的

实部，犃－１表示犃中所有可逆函数的全体，ｌｎ｜犃
－１
｜表示集合｛ｌｎ｜犳｜，犳∈犃

－１｝。

设φ是犃 上的乘法线性泛函，由Ｒｉｅｓｚ表示定理知存在犡上的正测度犿 满足：

φ（犳）＝∫犡
犳ｄ犿，犳∈犃，

且称犿为φ的表示测度。表示测度通常不是唯一的。φ的ＡｒｅｎｓＳｉｎｇｅｒ测度是犡上满足：

ｌｎ狘φ（犳）狘＝∫犡
ｌｎ狘犳狘ｄ犿，犳∈犃

－１ ，

的正测度犿。φ的ＡｒｅｎｓＳｉｎｇｅｒ测度也是φ的表示测度。事实上，对犳＝狌＋ｉ狏，有：

∫犡
犳ｄ犿＝∫犡

（狌＋ｉ狏）ｄ犿＝∫犡
ｌｎｅ狌ｄ犿＋ｉ∫犡

ｌｎｅ狏ｄ犿＝ｌｎｅφ
（狌）
＋ｉｌｎｅφ

（狏）
＝φ（狌）＋ｉφ（狏）＝φ（犳）。

ＡｒｅｎｓＳｉｎｇｅｒ测度总是存在的
［３，７］。

称一致代数犃称为犡 上的对数模代数，若ｌｎ｜犃
－１
｜在Ｒｅ犆（犡）中一致稠密。为叙述方便，后文中的犃均表

示紧Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间犡上的对数模代数。Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ代数是对数模代数，因为Ｒｅ犃ｌｎ｜犃
－１
｜。对数模的函数论

相关结果，可参考Ｈｏｆｆｍａｎ
［８］的研究。

对数模代数犃上的任何乘法线性泛函φ，在犡上存在唯一的表示测度犿。犃φ 表示泛函φ的核空间，即犃φ＝

｛犳∈犃狘∫犡
犳ｄ犿＝φ（犳）＝０｝。犔

２（犿）是犡上相对于测度犿 的勒贝格空间。犎２（犿）和犎２

φ
（犿）分别表示犃和犃φ

在犔２（犿）中的闭包。则犃＋犃在犔２（犿）中稠密，犔２（犿）＝犎２（犿）%犎２

φ
（犿），且函数犵∈犔

２（犿）在犎２（犿）中的充要

条件是对任何犳∈犎
２

φ
（犿）有∫犡

犳犵ｄ犿＝０。犎∞（犿）是犃在犔∞（犿）中的弱闭包。犎２（犿）中函数犵称为外函数，若

犃犵在犎
２（犿）中稠密；或等价地说，犵是外函数，若∫犡

ｌｎ狘犵狘ｄ犿＝ｌｎ狘∫犡
犵ｄ犿狘＞－∞ 。

因犎２（犿）是犃的闭，所以对函数犳∈犃和任意的犵∈犎
２（犿），有犳犵∈犎

２（犿）。称犎２（犿）的闭子空间犕 是

犃 的不变子空间，若它在乘犃中所有函数下是不变的。Ｈｏｆｆｍａｎ
［８］刻画了犎２（犿）的不变子空间，有如下引理。

引理１
［８］
　若犕 是犃 不变子空间，且存在函数犳∈犕 使得∫犡犳ｄ犿≠０。则存在犡上的相对于犿 几乎处处为

１的函数犉∈犎
２（犿）使得犕＝犉犎２（犿）。进一步地，在相差一个模为１的常数下，该函数是唯一的。

一个自然的问题是：对犎２
犎（犿）和犔

２
犎（犿），Ｂｅｕｒｌｉｎｇ型定理

［１１］是否成立？

对于该问题，有下面引理，它的证明类似于经典Ｈａｒｄｙ空间以及文献［７］中Ｇａｍｅｌｉｎ的定理Ｖ．４．３的证明。

引理２　设犃为紧Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间犡上的对数模代数。对犃上的任何乘法线性泛函φ，犿表示犡 上相应于

φ的表示测度。对任何函数犳∈犎
２（犿），存在两个函数犳１∈犎

∞（犿），犳２∈（犎
∞（犿））－１使得犳＝

犳１

犳２
。

证明　有正交分解
［８］：犔２（犿）＝犎２（犿）%犎２

φ
（犿），这里的犎２

φ
（犿）是犃φ 在犎

２（犿）中的闭。注意到对任何函

数狌∈Ｒｅ犎
２（犿），存在唯一的函数狏∈Ｒｅ犎

２

φ
（犿）使得狌＋ｉ狏∈犎

２（犿）。因此，对犳∈犎
２（犿），存在函数狏使得

ｌｎ＋｜犳｜＋ｉ狏∈犎
２（犿），这里的ｌｎ＋｜犳｜＝ｍａｘ｛ｌｎ｜犳｜，０｝。若定义犵＝ｅ

－ｌｎ
＋
｜犳｜＋ｉ狏，则犵在犎 ∞（犿）中可逆

［７］，因此犳犵

也是有界的。令犳１＝犳犵和犳２＝犵，即可得犎
２（犿）中函数的表示引理。 证毕

该引理推广了经典Ｈａｒｄｙ空间上的相应结果，该结果对研究与Ｈａｒｄｙ空间上乘法算子交换的稠定算子的闭

性质是非常重要的［９１０］。

２约化函数代数

犎 表示一个无限维的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，犅（犎）是犎 上的有界线性算子全体组成的代数。犅为犅（犎）的子代数，

设狀为一个正整数。

引理３
［１２］
　若对任何正整数狀，犅

狀 都是约化代数，则犅是自伴的。

定义１　闭线性流形犕犎
（狀）称为犅狀 的不变图子空间若它是犅狀 不变的，且存在非零子线性流形犇犎 上

的线性变换犜１，…，犜狀－１，使得：犕＝｛（狓，犜１狓，…，犜狀－１狓）｜狓∈犇｝，这里的犎
（狀）表示狀个犎 的直和。线性变换犜

称为相对于犅 的一个图变换，若存在狀和犅狀 的某个不变图子空间犕，使得犜是中｛犜犻｝的元素之一。
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犅狀 的约化性研究可转化为研究不变图子空间。

定义２　称线性变换犜有压缩谱，若存在λ∈犆使得犜－λ在犎 中不稠密。

下设犃是紧 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间犡 上的对数模代数，φ是犃 上的正线性泛函，犿 相应于φ 的唯一表示测度。

犔２（犿）是犡上由犿 定义的勒贝格空间，犎２（犿）是犃在犔２（犿）中的闭。犃乘法作用在犎２（犿）上。

引理４　对犎
２（犿），犃的每个稠定义的不变图变换犜 具有压缩谱。

证明　只需要证明对每个函数犳∈犇，存在两个函数犺１，犺２∈犎
∞（犿）使得犜犳＝

犺１
犺２
即可。

首先，证明对每对非零函数犳，犵∈犇，均有
犜犳

犳
＝
犜犵

犵
。由引理２，存在函数犳１，犳２，犵１，犵２∈犎

∞（犿），其中犳２ 和

犵２ 在犎
∞（犿）中是可逆的，使得犳＝

犳１

犳２
和犵＝

犵１

犵２
。这里将证明犜犳

犳
＝
犜犵

犵
，或犵１犳２犜犳＝犵２犳１犜犵。但由犜与犜犵１犳２和

犜犵２犳１的交换性，可知：

犵１犳２犜犳＝犜犵１犳２犜犳＝犜犵１犳２犳＝犜犵２犳１犵＝犜犵２犳１犜犵＝犵２犳１犜犵。

因此通过在最后一个方程两边除以犵１犳１，有
犜犳

犳
＝
犜犵

犵
。令犺＝

犜犳

犳
，就有犜犳＝犺犳，犺是犎

２（犿）中两个函数的商。

又由引理２可知，犎２（犿）函数可表示为犎∞（犿）中两个函数的商。因此犺可表示犎 ∞（犿）中两个函数犺１，犺２ 的

商。 证毕

引理５
［７］
　若犅是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犎 上的约化代数，犜是与犅 交换的闭线性变换且犜 的值域包含在犜 的核与

犜的定义域的正交补的直和中，则犜与犅交换。

引理６　若犝 是犎
２（犿）上包含犃的约化代数，犕＝｛（狓，犜狓）｜狓∈犇｝是犝

（２）的非零不变图子空间。则犕 包

含犝
（２）的一个非零约化子空间。

证明　犜显然与犝 交换。由引理４，存在λ∈犆 使得犜－λ的值域 Ｒａｎ（犜－λ）在 犎
２（犿）中不稠密。

Ｒａｎ（犜－λ）在犝 作用下不变，因此它的闭包Ｒａｎ（犜－λ）在犝 作用下也不变。Ｒａｎ（犜－λ）在 犎
２（犿）中的正交补

Ｒａｎ（犜－λ）⊥在犝 作用下也不变，因此在犪∈犃作用下不变，因为犝 是约化代数。从而由引理１，犎
２（犿）中存在

函数犉满足Ｒａｎ（犜－λ）⊥＝犉犎
２（犿）且犇０＝犇∩Ｒａｎ（犜－λ）

⊥在Ｒａｎ（犜－λ）⊥中稠密。因此犇０ 是非空的。

现在定义犕０＝｛（狓，犜狓）｜狓∈犇０｝。显然犕０ 是犕 的闭子空间，且在犝
（２）作用下不变。进一步地，（犜－λ）｜犇

０

是与犝 交换的闭线性变换，它的值域正交于犇０。因此由引理５知，（犜－λ）｜犇
０
与犝交换。故犕０ 在（犝

）（２）作用

下不变，从而为犝
（２）的约化子空间。 证毕

定理１　若犅是犎
２（犿）上包含犃的约化代数，则犅

（２）是（犎２（犿））
（２）上的约化代数。

证明　设犕 是犅
（２）的不变子空间，犖 是犅

（２）的且包含在犕 中的所有约化子空间的线性闭包。则犖犕 显

然也是犅
（２）的约化子空间。

接着证明犖＝犕。假设等式不成立，令犕０ 为犖 在犕 中的正交补，则它是非平凡的。犕０ 也是犅
（２）的不变子

空间。进一步地，若（０，犳）∈犕０，则犳＝０。

因此犕０ 是犎
２（犿）上某个线性变换犜的图，即：犕０＝｛（犳，犜犳）｜犳∈犇０｝。

从而由引理６知犕０ 中包含犅
（２）的至少一个非平凡约化子空间，这与犕０ 中不包含犅

（２）的约化子空间矛盾。

证毕

定理２　若犅是犎
２（犿）上包含犃的约化代数，则犅是自伴的。

证明　由定理１，犅
（２）是约化代数，因此犅

（４）也是约化代数。归纳法知对任何正整数狀，犅
（２
狀）也是约化代数。

也表明对任何正整数狀，犅
（狀）是约化代数。从而由引理３知犅是自伴的。 证毕
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Α．犎
２（犿）ｉｓｔｈｅｃｌｏｓｕｒｅｏｆ犃ｉｎ犔２（犿）ｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅＬｅｂｅｓｇｕｅｓｐａｃｅｏｖｅｒ犡ｄｅｆｉｎｅｄｂｙ犿．Ｉｔｉｓｓｈｏｗｎｔｈａｔｅｖｅｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎ犎

２（犿）

ｉｓａｑｕｏｔｉｅｎｔｏｆｔｗｏｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎ犎
∞（犿）．［犉犻狀犱犻狀犵狊］犃ａｃｔｓｏｎ犎

２（犿）ｂｙｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎｅｖｅｒｙｄｅｎｓｅｌｙｄｅｆｉｎｅｄｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ

犜ｏｎ犃ｈａｓｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｐｅｃｔｒｕｍ，ａｎｄｉｆ犅ｉｓａｒｅｄｕｃｔｉｖｅａｌｇｅｂｒａｏｎ犎
２（犿）ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ犃，ｔｈｅｎ犅ｉｓｓｅｌｆａｄｊｏｉｎｔ．［犆狅狀犮犾狌狊犻狅狀］Ｉｔｇｅｎ
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