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带有学习与恶化效应的共同工期指派问题
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摘要��目的�研究在共同工期指派模型下�工件的实际加工时间既有学习效应�与所排位置有关�又有恶化效应�与开工时

间有关�的排序问题�其中机器限定为一台��方法�为求得最优排序�使得工件的提前�延误和工期成本的线性加权和最

小�其中权重为位置权重�工件的共同工期为决策变量�此问题可转化为经典的运筹学方法求解�即求解指派问题��结

果�这个问题在位置权重�学习与恶化效应下依然是多项式时间可解的��结论�算法分析和实例表明给出的求解算法是

非常有效的�

关键词�排序�工期指派�学习效应�恶化效应
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经典的排序模型中�通常假定工件�也称任务或作业�的加工时间为给定常数�棻灢棾��但在许多实际生产过程

中�工件的加工时间可能与其所排位置�是所排位置的递减函数�即学习效应�和开始加工时间�是开工时间的递

增函数�即恶化效应�有着某种联系�学习效应产生的背景是工件的加工时间会随着机器�比如技术工人�熟练

度的提升�机器磨合度的增加等因素而使后来加工的工件实际加工时间变短�有不少学者对学习效应方面的排

序问题进行了论述�棿灢椄��在另一方面�工件的加工时间受开始加工时间的影响�开始加工时间越晚�加工时间越

大�因此有学者对恶化效应方面的排序问题进行了研究�椆灢棻棽��同样�在现实的企业生产�制造�过程中�工件的实

际加工时间受多种因素的影响�比如同时受加工所排位置和开始开工时间的影响�由此产生具有学习效应与恶

化效应的排序问题�����棻棾�首先考虑了同时具有学习与恶化效应的单机排序问题�证明了一些正则目标函数是

多项式时间可解的�此后�有许多学者对此进行了研究�棻棿灢棽棸��
与此同时�准时制�����灢��灢���������排序问题一直备受人们关注�在���系统下�工作既不能太早也不能

太晚完成�从而直接影响产品的提前成本�延误成本以及送货期�工期�成本�棽棻灢棽椂��虽然工件同时具有学习与恶

化效应的排序问题�棻棾灢棽棸�和工件具有共同工期��������������������棽棻灢棽椂�的排序模型都得到广泛的研究�但
二者共同被研究的情况却相对较少�����和 ����棽棸�考虑了工件同时具有学习与恶化效应的排序问题�在限定

单机和共同工期模型下�对一个正则目标�即工件的提前�延误和共同工期成本的加权和�其中提前工件和延误

工件的权重分别都相等�问题给出了一个最优求解算法���������棽椃�研究了具有��� 的单机排序问题�其中工

件的提前和延误都是和位置有关的权重�即位置权重��他证明了在位置权重下的共同工期指派问题是多项式时

间可解的�本文将讨论在���指派和位置权重模型下�在限定机器数为一台和工件加工时间同时具有学习与

恶化效应的情况下�证明了这个排序问题依然多项式时间可解�

棻问题描述

本文的排序问题可描述为�给定一台机器和�个工件�椊 �棻��棽����{ }� �假设�个工件都可在零时刻进行

加工�而同一时刻机器最多加工一个工件�且不允许中断�工件具有与位置有关的学习效应和开工时间相关的

共同恶化率�假设排在第�个位置的工件�� 的学习效应为���毩为� 个工件的共同恶化率�工件的开始加工时间

为��同 ����和 ����棻椆�一样�工件�� 的�实际�加工时间为��
� 椊�����棲毩���椊棻�棽�����其中�� 和���棸分别表
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示工件�� 的标准加工时间和学习因子�毩�棸为�共同�恶化率�产生恶化效应��令�� 和�� 分别表示工件�� 的

完工时间与工期�考虑共同工期�����指派模型�即��椊���������为共同工期���椊棻�棽�����在这种模型下�目
标是找到一个最优排序毿椊�毿�棻��毿�棽����毿�����毿���代表在排序中的第�个位置加工的工件�和最优的共同工期

�����使目标函数�毿����( )� 椊�
�

�椊棻
氊� �毿��� 棲氊棸���� 最小�即使工件的总加权绝对延误�提前�值和共同工期成本总

费用最小�在这个目标函数中��毿��� 椊�毿���棲�毿���
是工件�毿���

的延误�提前�值�其中�毿���椊����棸��毿���棴
�毿����和�毿���椊���棸��毿���棴�毿��

{ }�
�氊���椊棻�棽�����为位置权重�氊棸 为共同工期����的权重�用三参数表示

法�棽椄�可将研究的问题可表示为�棻 �����������
� 椊����� 棲毩� �

�

�椊棻
氊� �毿��� 棲氊棸���� �

��������棽椃�研究了工件加工时间为常数的情况�即证明了问题棻 �������� �
�

�椊棻
氊� �毿��� 棲氊棸���� 是多项式

时间可解的�时间复杂度为�����( )� �本文证明在工件引入学习和恶化效应条件下�问题棻 �����������
� 椊

����� 棲毩� �
�

�椊棻
氊� �毿��� 棲氊棸���� 仍然具有多项式时间算法�只是算法的时间复杂度比较高�为��( )棾 �

棽主要结论

棽灡棻一般情况

对于�个工件的单机情况�令��
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对于问题棻 �����������
� 椊����� 棲毩� �

�

�椊棻
氊� �毿��� 棲氊棸���� �先给出以下一些引理�
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� 椊����� 棲毩� �
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�椊棻
氊� �毿��� 棲氊棸���� 问题�存在一个最优排序�所有工件的就

绪时间都是棸�第一个加工的工件在零时刻开始加工�且第一个工件到最后一个工件连续加工�且机器中间不能

有空闲时间�
为叙述方便�假设存在一个工件�棸�它的位置权重为氊棸�标准加工时间为�棸椊棸��棸 总是在�椊棸时刻开始加

工且毿�棸�椊棸�则对于给定的排序毿椊 毿�棸��毿�棻����毿��[ ]� �毿�棸�椊棸��有�
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引理棽�棽椃��给定一个排序毿椊 毿�棸��毿�棻����毿��[ ]� �工件的共同工期����的最优值等于第�个加工的工件的

完成时间�即����椊�毿���椊�
�

�椊棸
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毿���
�其中�是位置权重序列氊棸�氊棻���氊� 的中位数并满足�
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引理棾�对问题棻 �����������
� 椊����� 棲毩� �
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�椊棻
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因此�令���椊
棻�工件�� 排在位置�处

棸�{ 否则
�则上述排序问题可以转化为如下指派问题�
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因为指派问题可以多项式时间解决�因此问题棻 �����������
� 椊�����棲毩� �

�

�椊棻
氊� �毿��� 棲氊棸����可以被以下

的多项式时间算法解决�
算法棻�步骤棻�根据�棽���棾���棿�式分别计算出中位数�和毸��
步骤棽�根据�椂�式计算出���
步骤棾�根据指派问题�椃���棻棸�式确定工件的最优排序�

步骤棿�由����椊�
�

�椊棻
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毿���
得到共同工期�

定理棻�由算法棻可以解决问题棻 �����������
� 椊����� 棲毩� �

�

�椊棻
氊� �毿��� 棲氊棸���� �且算法的时间复杂度为

��( )棾 �
证明�算法棻中步骤棻�步骤棽和步骤棿的时间复杂度分别为�����步骤棾指派问题的时间复杂度为

���棾��因此算法棻总的时间复杂度为��( )棾 � 证毕
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例棻�考虑椃个工件的集合�椊 �棻��棽��棾��棿��椀��椂��{ }椃 �其中给定的参数为�毩椊棸灡棸椀�氊棸椊棻�其他参数参

见表棻�

表棻�例棻给定的参数

���灡棻��������������������棻�

�椊棻 �椊棽 �椊棾 �椊棿 �椊椀 �椊椂 �椊椃�

�� 椀 棿 棻棽 椆 棻椂 棻椀 棻椄

�� 棴棸灡棾棽 棴棸灡棽椀 棴棸灡棾棻 棴棸灡棽椃 棴棸灡棾椀 棴棸灡棽 棴棸灡棾棾

氊� 椀 棿 棽 棾 椂 棻 椄

表棽�毸� 与�� 的值

���灡棽������������毸�������

�椊棻 �椊棽 �椊棾 �椊棿 �椊椀 �椊椂 �椊椃�

毸� 棻 椂 棻棸 棻棽 棻棿 椄 椃

�� 棿灡棽棽椆椃 椄灡椃椆棸棽 棻棽灡棻椄棻棽棻棾灡椀棸椀椆棻棿灡椃椂椃椀 椄灡棾椀棸棸 椃灡棸棸棸棸

��解�由步骤棻和棽�可得�椊棿�毸� 与

�� 的值由表棽给出�由步骤棾可得工

件的最优排序为��椂��棾��棿��棽��棻��椀�

�椃��其中指派问题的效率矩阵见表棾�
则共同工期����椊棻椀棲棻棽�棽棴棸灡棾棻棲椆�
棾棴棸灡棽椃棲棿�棿棴棸灡棽椀椊棾棿灡棻椆椄棸�目标函数

最优值为 �
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�椊棻
氊���毿���棴�毿����棲氊棸����椊

棿棿椆灡椆椆椂椀�

棽灡棽特殊情况��椊���椊棻�棽�����
考虑一特殊情况�如果所有工件具

有共同的学习因子�即��椊���椊棻�棽���

��下面先给出一个引理�
表棾�指派问题�������的值

���灡棾���������������������������������������

工件
�������

�椊棻 �椊棽 �椊棾 �椊棿 �椊椀 �椊椂 �椊椃

�棻 棽棻灡棻棿椄椀 棾椀灡棽棸椃椄 棿棽灡椄椀棾棸 棿棾灡棾棾棿椂 棿棿灡棻棻椃棻灣 棽棾灡椀棾棻棿 棻椄灡椃椃椃椀

�棽 棻椂灡椆棻椄椄 棽椆灡椀椂椂椂 棾椃灡棸棽棽椄 棾椄灡棽棸棸椀灣 棾椆灡椀棸棽椀 棽棻灡棾棿棸椃 棻椃灡棽棻棿棻

�棾 椀棸灡椃椀椂棿 椄椀灡棸椄椂椀灣 棻棸棾灡椆椄棾棾 棻棸椀灡棿椀棿椄 棻棸椃灡椀椆椄椄 椀椃灡棿椆椂棿 棿椀灡椆椀棻棿
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棾结论

本文主要考虑了在����共同工期�模型下�工件具有学习效应与恶化效应的单机排序问题�本文的目标

是找到最优排序及共同工期����使一个非正则目标�即提前�延迟和工期成本的线性加权和�其中权重为位置权

重�达到最小�本文证明了这个问题具有多项式时间算法�且算法的时间复杂度为��( )棾 �同时�在一种特殊情

况下�证明了这个问题的时间复杂度可以降低�时间复杂度降低为�����( )� ��在以后的研究中�对于工件的共

同恶化率可以考虑一般情况下的恶化率�即每个工件的恶化率都不相同�并且考虑在这种模型下的流水作业排

序问题以及具有资源分配的一些排序问题�
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