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摘要��目的�研究多目标优化问题近似解的标量化性质��方法�利用一类组合标量化方法���灢�������集和改进集等建立多

目标优化问题近似解的组合标量化��结果�得到了多目标优化问题毰灢有效解����毰�灢有效解��灢有效解����毰�灢弱有效解��灢
弱有效解的组合标量化结果��结论�得到的标量化结果为设计多目标优化问题近似解的求解算法提供了理论基础�
关键词�多目标优化�毰灢有效解����毰�灢�弱�有效解��灢�弱�有效解
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棻预备知识

多目标优化理论与方法在许多实际领域中具有十分重要的作用�特别地�多目标优化问题的近似解及其标

量化性质研究是多目标优化理论与方法的重要研究方向之一�棻椆椃椆年�������������棻�首次提出了近似解概念�

棻椆椄棿年���������棽�将近似解概念推广到向量情形�进一步�����湨����等人�棾�利用��灢�������集提出了一类新的

近似解概念���毰�灢�弱�有效解的概念�并研究了这类有效解的一些线性与非线性标量化性质�棽棸棻棻年�������
等人�棿�引入了改进集并利用改进集提出了�灢有效解的概念�此外�����湨����等人�椀�利用改进集提出了�灢弱有

效解概念�并研究了�灢弱有效解的标量化性质�还有一些学者得到基于改进集提出的其他近似解概念及其性质

的一些成果�椂灢椄��
近些年来�关于多目标优化问题近似解的标量化性质研究受到了广大学者的关注������和 �������椆�利用

多目标优化问题中的著名的标量化方法研究了毰灢有效解的标量化结果�此外���������灢�������等人�棻棸�建立毰灢
强有效解�毰灢弱有效解和毰灢真有效解的一些必要条件和充分条件���等人�棻棻�利用一类广义切比雪夫标量化模

型对多目标优化近似解的标量化性质进行研究�建立了多目标优化问题毰灢弱有效解和毰灢真有效解的一些非线性

标量化结果�棽棸棻棿年���������和 ��������棻棽�利用松弛变量和剩余变量提出了一类新的组合标量化方法�建立

了多目标优化问题的精确解�毰灢弱有效解和毰灢真有效解的组合标量化结果�包括毰灢�弱�真�有效解的充分性条件

和毰灢真有效解的必要条件等�然而�目前还没有成果利用 ��������和 ������� 提出的组合标量化方法研究多

目标优化问题毰灢有效解的必要性条件以及���毰�灢近似解和�灢近似解的组合标量化结果�
受文献�棾灢棿�棻棽�的启发�利用��������和 ������� 提出的组合标量化方法研究建立了毰灢真有效解����毰�灢

有效解��灢有效解����毰�灢弱有效解��灢弱有效解的标量化结果�
令�表示实数集全体���是�灢维欧氏空间�棸表示�灢维零向量��表示每个分量��椊棻的�灢维向量�如果

�灱��满足对任意的��� 和毩椌棻�毩����则称 � 是��灢�������集�集合 � 的支撑函数定义为�毮� �毺�椊
���
���

�毺����毺����

对任意的�������采用如下的序关系��椉�炡��椉���炐��棻��������炡��煾�� 且����炐��棻�����

�煾�炡������炐��棻�����
考虑如下多目标优化问题�
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其中���������毟灱�����且对任意的棻�����存在����使得���������即�����有上界�将 ( )��� 的可

行集记为�椊 �{ �毟 ������棸��椊棻�棽����������椊棸��椊棻���}� �
( )��� 的毰灢有效解的定义如下�
定义棻�棽��令毰��煻 ��椶�� 是 ( )��� 的可行解�若不存在��� 使得��������椶�棴毰�称�椶是�����的毰灢

有效解�
基于��灢�������集而提出的 ( )��� ���毰�灢有效解和���毰�灢弱有效解概念定义如下�
定义棽�棾��设�椶���毰椌棸�� 是 ��中的��灢�������集�则有�棻�称�椶是�����的���毰�灢有效解�若�����棴

���椶����棴��毰��灱�棸��棽�称�椶是�����的���毰�灢弱有效解�若�����棴���椶����棴�����毰��椊煣�
改进集以及基于改进集而提出的������灢有效解和�灢弱有效解概念定义如下�
定义棾�棿灢椀��设� 是��中的非空集合�则�

棻�如果棸烖� 且�棲��
煻 椊��则称� 是关于��

煻 的改进集�

棽�令� 是��中关于��
煻 的改进集�若可行点�椶�� 满足�����棴���椶����棴��椊煣�则称�椶是�����的

�灢有效解�

棾�令� 是��中关于��
煻 的改进集�如果可行点�椶�� 满足�����棴���椶����棴�����椊煣�则称�椶是�����

的�灢弱有效解�
考虑如下标量化问题�

�������
���

氄����

其中氄�����设毰椌棸且����若对任意的����氄����氄���棴毰�则�称为问题���的一个毰灢最优解�若对任

意的����氄���椌氄���棴毰�则称�为问题���的严格毰灢最优解�
本文考虑下面的标量化问题�
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其中毸��毺� 和毭���椊棻�棽�����是非负的权重向量�毩���椊棻�棽�����是给定的上界�

棽主要结果

本节建立了 ( )��� 的毰灢有效解����毰�灢有效解��灢有效解����毰�灢弱有效解和�灢弱有效解的组合标量化

结果�
定理棻�设毰���

煻 �若�椶是�����的毰灢有效解�则存在毭�毺�毩��椶棲 ��椶棴 �使得��椶��椶棲 ��椶棴 �是�����的毰灢最优解�其
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煻 �

证明�因为�椶是�����的毰灢有效解�所以不存在�使得��������椶�棴毰�令毭椊棸�毺椊棸��椶棲 椊棸��椶棴 椊棸�毩�椊

����椶�棴毰��炐��棻�棽�����从而满足�����的可行解均满足����椊���椶�棴毰�则有 �
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定理棽�令毰椌棸��灱��
煻 是��灢�������集�毬椉棴毮棴��毰��毸棲毭��棸�毰�����棸�毬��毸棲毭�棸�毺煻棸�若 ��椶��椶棲 ��椶棴 �是

�����的毰灢最优解�则�椶是�����的���毰�灢弱有效解�
证明�用反证法�若�椶不是�����的���毰�灢弱有效解�则�����棴���椶����棴�����毰���煣�故存在��
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若毮棴��毰��毸棲毭�椊棸�则毰椊棸�由毸棲毭�棸可得�存在�使得毸�棲毭�椌棸�则有�
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的毰灢最优解矛盾�故�椶是���毰�灢弱有效解� 证毕

注�若�煠��
煻 �则定理棽在�是凸��灢�������集条件下也不一定成立�

例�令毰椊棻��椊���棻��棽�楛�棻����棽�棻��毸椊�棻�棸��毭椊毺椊�棸�棸���椊���棻��棽�楛�棻椊棸�棴棽��棽�棸��

����椊��则�是凸��灢�������集且��毰�椊���棻��棽�楛�棻����棽�棻��但�煠��
煻 �此外����椊��椊��棻��棽�楛

�棻椊棸�棴棽��棽�棸��毸棲毭椊�棻�棸��毰椊棸�进一步�取�椶椊�棸�棸��显然��椶是�����的毰灢最优解�但�椶不是�����的
���毰�灢弱有效解�

推论棻�令�灱��
煻 是关于��

煻 的改进集�毬椉棴毮棴��毸棲毭��棸�毰�����棸�毬��毸棲毭�棸�毺煻棸�若 ��椶��椶棲 ��椶棴 �

是�����的毰灢最优解�则�椶是�����的�灢弱有效解�
证明�由�灱��

煻 是关于��
煻 的改进集易证� 是��灢�������集�从而利用定理棽可得�椶是�����的�灢弱有

效解� 证毕

定理棾�令毰椌棸��灱��
煻 是��灢�������集�毬椉棴毮棴��毰��毸棲毭��棸�毰�����棸�毬��毸棲毭椌棸�毺煻棸�若 ��椶��椶棲 ��椶棴 �是

�����的毰灢最优解�则�椶是�����的���毰�灢有效解�
证明�用反证法�若�椶不是�����的���毰�灢有效解�则�����棴���椶����棴��毰��煠�棸��故存在��
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这与��椶��椶棲 ��椶棴 �是毰灢最优解矛盾�故�椶是�����的���毰�灢有效解� 证毕

推论棽�令�灱��
煻 是关于��

煻 的改进集�毬椉棴毮棴��毰��毸棲毭��棸�毰�����棸�毬��毸棲毭椌棸�毺煻棸�如果 ��椶��椶棲 ��椶棴 �

是�����的毰灢最优解�则�椶是�����的�灢有效解�
证明�由�灱��

煻 是��灢�������集和定理棾可得�椶是�����的�灢有效解� 证毕

定理棿�令毰椌棸��灱��
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这与��椶��椶棲 ��椶棴 �是毰灢最优解矛盾�故�椶是�����的���毰�灢有效解� 证毕

推论棾�令�灱��
煻 是关于��

煻 的改进集�毬椉棴毮棴��毰��毸棲毭��棸�毰�����棸�毬��毸棲毭煻棸�毺煻棸�若 ��椶��椶棲 ��椶棴 �

是�����的毰灢严格最优解�则�椶是�����的�灢有效解�
证明�由�灱��

煻 是��灢�������集和定理棿可得�椶是�����的�灢有效解� 证毕
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