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椭圆型方程两点边值问题的混合型高精度紧致差分格式"

马廷福!葛永斌
#宁夏大学数学统计学院$银川
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摘要!#目的$针对一维椭圆型两点边值问题(发展一种六阶混合型高精度紧致差分格式%#方法$主要利用泰勒级数展开
和组合紧致差分格式!
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"的思想(将未知函数和它的一阶导数&二阶导数作为未知变量(

利用函数和各阶导数之间的固定关系(将原方程对一阶导数泰勒级数展开式中产生的三阶导数项进行替换(同时也利用
了一阶导数和二阶导数的六阶组合紧致格式%它的特点是显式紧致差分格式和隐式紧致差分格式混合在一起%#结果$

最终使得混合型紧致差分格式整体达到了六阶精度%此外(提出的格式还具有推导简便(易实现编程(且能直接推广到高
维问题的优点%尽管格式是六阶精度(但与四阶精度格式一样(空间方向仅仅需要

)

个网格点(因此由格式生成的方程组
可采用追赶法进行高效求解%#结论$最后通过对具有精确解的

G

个算例进行数值实验(数值结果验证了该格式的精确性
和可靠性%
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问题介绍
考虑如下椭圆型方程的两点边值问题!
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&均为已知函数$且假设具有充分的光滑性'
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为常数'

江河(大气的对流扩散(浓度场(温度场(地下水中污染物等自然界中的很多现象都可以用该方程模型来描
述'有限单元法(有限差分法(有限体积法等)

#F)

*是求解这些问题最为常见的方法'研究者们常用有限差分方法
来求解两点边值问题$如文献)

)

*采用四阶紧致差分公式对空间二阶导数进行离散$提出了一种四阶精度的显式
紧致差分格式'文献)
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*针对非线性两点边值问题$并基于
\6>3/-U:&.

外推方法$构造出一种高精度紧致差分格
式'文献)

I

*利用古典中心差分格式$并对它采用差分余项反向修正的方法$构造了一种四阶精度的紧致差分格
式'文献)
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*根据四阶
Z/Uv

格式的特点$并利用原方程本身$推导出了一种求解该问题的高精度隐式紧致差分
格式'文献)

D

*对一维和二维对流扩散问题$分别构造出了一种四阶精度的混合型紧致差分格式'文献)

N

*针对
两点边值问题$构造出一种四阶精度的混合型紧致差分格式$该格式不能处理大雷诺数问题'以上文献构造的
都是四阶精度的格式$且绝大多数处理的是扩散系数为常数的问题'本文将借助混合型高精度格式的思想$并
结合紧致差分格式的特点$针对两点边值问题$构造出一种求解该问题的六阶混合型紧致格式$格式不仅能处理
边界层问题$还可以处理变扩散系数问题'数值结果表明$本文格式具有较好的性能和较高的计算精度'
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高阶紧致差分格式
首先$将定义域区间)
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&式中含有
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$采用如下的六阶差分公式进行离散!
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通过推导过程显然可知格式的截断误差为
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&$即本文格式是六阶精度'因为本文格式即利用显式紧致
差分的特点#原方程中的各阶导数都被离散&$又利用了隐式紧致差分格式的特点#各阶导数都是被独立计算
的&$所以称之为混合紧致差分格式$记为̂

2A*

'由于该差分格式形成了三对角线型的代数方程组$因此可采用
追赶法进行计算'具体计算过程如下!
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数值实验
现考虑如下有精确解的数值算例来验证本文格式的精确性和可靠性'为了与本文̂
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)

$

*

$

N

*中的格式'

问题
!

)

)

*

!

>

!

9

>

%

!

L

#

#K%

&

!

>

9

>

%

L9

L%

9M

$

#

%

&$

"

)

%

)

#

$

$

#

%

&

M

)

#L

#

#K%

&

!

*

9

%

L

"

!

>&:

#

"

%

&

K

"

#

#K%

&

!

'

:6.

#

"

%

&

L#L9

L%

>&:

#

"

%

&$

9

#

"

&

M!

$

9

#

#

&

M9L#

'该问题的精确解为!

9

#

%

&

M9

%

K>&:

#

"

%

&'

表
!

给出了问题
!

在不同网格步长
J

下$采用
G

种不同的差分格式计算的最大误差和收敛阶'从表
!

可以
看出$文献)

)

$

N

*中的格式均能达到它们的理论四阶精度$而文献)

*

*中格式当网格步长
J

减小时$逐步丧失精

$N
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度$但本文格式在网格数较少时都能达到理论六阶精度$伴随着网格数的增多$计算结果达到机器精度$最大绝
对误差不再下降'

表
#

!

问题
#

在不同网格步长
J

下的最大绝对误差和收敛阶
P/̀@#

!

P397/_67,79--&-/.U>&.'9-

4

9.>9-/;91&-U6119-9.;J1&-Z-&̀097#

!

J

文献)

)

*格式 文献)

*

*格式 文献)

N

*格式 本文格式
最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶

#

"

!" !@)"9L"* !@#G9L"* D@GN9L"* #@!*9L"D

#

"

G" #@GG9L"D G@"" #@I$9L"D )@DI !@$"9L"D G@*$ #@")9L"$ *@$)

#

"

N" $@""9L"$ G@"" #@!N9L"N )@*) #@!G9L"N G@II N@!I9L#! *@$*

#

"

#*" I@*!9L#" G@"" )@DI9L"$ #@DD I@$)9L#" G@)$ )@"I9L#) G@D*

#

"

)!" )@I!9L## G@"" )@!G9L"$ "@!# )@#)9L## G@!G *@N)9L#)

#

"

*G" !@!!9L#! )@$$ )@!#9L"$ "@"# #@GD9L#! G@G# #@!#9L#!

表
!

!

问题
!

在不同网格步长
J

下的最大绝对误差和收敛阶
P/̀@!

!

P397/_67,79--&-/.U>&.'9-

4

9.>9-/;91&-U6119-9.;J1&-Z-&̀097!

!

J

文献)

)

*格式 文献)

*

*格式 文献)

N

*格式 本文格式
最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶

#

"

!" N@"G9L"* !@IN9L"* #@$G9L"* G@*D9L"N

#

"

G" I@")9L"D G@"" #@I)9L"D G@"* #@G*9L"D )@D) )@N*9L#" *@$!

#

"

N" )@#G9L"N G@"" N@I$9L"$ G@#I $@II9L"$ )@$) I@I)9L#! *@#)

#

"

#*" #@$*9L"$ G@"" )@)"9L"$ #@)N *@"G9L#" )@$N #@G!9L#! #@$*

#

"

)!" #@!)9L#" )@$$ )@)D9L"$ "@") )@D*9L## G@"# G@!#9L#) #@DI

#

"

*G" D@D"9L#! G@"" )@))9L"$ "@"! #@N#9L#! G@)N $@!I9L#)

!!

问题
)

!

9

!

"

%

>

!

9

>

%

!

K9

"

%

>

9

>

%

K

'

!

#

#L9

!

"

%

&

9M

$

#

%

&$

"

)

%

)

#

$

$

#

%

&

M

'

!

:6.

#

'

%

&

K

'

9

"

%

>&:

#

'

%

&

L!

'

!

9

!

"

%

'

:6.

#

'

%

&$

9

#

"

&

M"

$

9

#

#

&

M:6.

#

'

&'该问题的精确解为!

9

#

%

&

M:6.

#

'

%

&'

问题
)

是变系数问题$并且涉及参数
"

和
'

'表
)

给出了
"

M#

$

'

MI

时的计算结果$表
G

给出了当
"

MI

$

'

M#

时
的计算结果'可以看出$文献)

)

$

N

*中的格式均达到了它们的四阶精度$本文格式能够达到理论六阶精度$说明
本文格式具有更精确的计算结果和更高的计算精度'

问题
G

!

L

0

9

%%

K9

%

M

0"

!

:6.

#

"

%

&

K

"

>&:

#

"

%

&$

"

)

%

)

#

$它的精确解为!

9

#

%

&

M:6.

#

"

%

&

K

9

%

"

0

L#

9

#

"

0

L#

M:6.

#

"

%

&

K

9

#

%L#

&"

0

L9

L#

"

0

#L9

L#

"

0

'

表
)

!

问题
)

当
"

M#

$

'

MI

时$在不同网格步长
J

下的最大绝对误差和收敛阶
P/̀ ()

!

P397/_67,79--&-/.U>&.'9-

4

9.>9-/;9/;

"

M#

$

'

MI1&-U6119-9.;J1&-Z-&̀097)

!

J

文献)

)

*格式 文献)

*

*格式 文献)

N

*格式 本文格式
最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶

#

"

!" !@"!9L"I #@)N9L"I I@I*9L"I !@GD9L"*

#

"

G" #@!*9L"* G@"" D@D$9L"D G@#I #@$$9L"* G@N" !@)N9L"N *@D"

#

"

N" D@N$9L"N G@"" G@$N9L"N )@$D *@IG9L"N G@$) !@""9L#" *@N$

#

"

#*" G@$)9L"$ G@"" G@$G9L"$ )@)) !@D!9L"$ G@I$ #@*"9L#! *@$D

#

"

)!" )@"N9L#" G@"" !@)*9L"$ #@"D #@G)9L#" G@!I $@$*9L#G G@"#

#

"

*G" #@$!9L## G@"" !@!!9L"$ "@"$ N@"I9L#! G@#I )@DD9L#)

"$
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表
G

!

问题
)

当
"

MI

$

'

M#

时$在不同网格步长
J

下的最大绝对误差和收敛阶
P/̀@G

!

P397/_67,79--&-/.U>&.'9-

4

9.>9-/;9/;

"

MI

$

'

M#1&-U6119-9.;J1&-Z-&̀097)

!

J

文献)

)

*格式 文献)

*

*格式 文献)

N

*格式 本文格式
最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶 最大绝对误差 收敛阶

#

"

!" G@"D9L"N )@G"9L"$ #@$I9L"N !@G"9L"N

#

"

G" !@G*9L"$ G@"I #@")9L"$ #@D! *@G*9L#" G@$! !@N#9L#" *@G!

#

"

N" #@I!9L#" G@"! G@$"9L#" #@"D !@"N9L## G@$* I@G)9L#! I@*$

#

"

#*" $@GN9L#! G@"" G@#G9L#" "@!G *@I$9L#) G@$N #@!"9L#) I@I"

#

"

)!" *@##9L#) )@$* )@$N9L#" "@"* $@"D9L#G !@N* !@*I9L#)

表
I

#

N

给出了问题
G

当
0

M#

$

"@#

$

"@"#

$

"@""#

时的计算结果$注意到对于该问题当
0

很小时$它的精确解
在

%M#

处有一边界层'分别采用中心差分格式和本文格式进行了计算$由表
I

可以看出当
0

M#

时$本文̂
2A*

格式能够达到理论上的六阶精度'伴随着
0

的逐步减小$边界层变得越来越薄$只有在网格数增大到一定程度
时$本文格式才可达到理论上的六阶精度'对于中心差分格式而言当

0

较大时$如
0

M#

$

"@#

时可以达到理论上
的二阶精度$但当

0

较小时如
0

M"@"#

$

"@""#

$必须采用较多的网格数才可达到二阶精度'

表
I

!

当
0

M#

时$问题
G

在不同网格数
D

下
的最大绝对误差和收敛阶

P/̀@I

!

P397/_67,79--&-/.U>&.'9-

4

9.>9-/;9/;

0

M#1&-U6119-9.;D1&-Z-&̀097G

!

D

中心差分格式 本文格式
最大绝对误差收敛阶最大绝对误差收敛阶

N #@)#9L"! G@$G9L"I

#* )@!*9L") !@"" I@DN9L"D *@G!

)! N@#*9L"G !@"" G@N*9L"$ *@N$

*G !@"G9L"G !@"" )@N#9L## D@""

表
D

!

问题
G

当
0

M"@"#

时$在不同网格数
D

下
的最大绝对误差和收敛阶

P/̀ (D

!

P397/_67,79--&-/.U>&.'9-

4

9.>9-/;9/;

0

M"@"#1&-U6119-9.;D1&-Z-&̀097G

!

D

中心差分格式 本文格式
最大绝对误差收敛阶最大绝对误差收敛阶

*G N@*N9L"! !@!$9L"!

#!N #@$*9L"! !@#G #@#D9L") G@!$

!I* G@*$9L") !@"D !@I$9L"I I@I"

I#! #@#D9L") !@"" )@G$9L"D *@!#

表
*

!

当
0

M"@#

时$问题
G

在不同网格数
D

下
的最大绝对误差和收敛阶

P/̀ (*

!

P397/_67,79--&-/.U>&.'9-

4

9.>9-/;9/;

0

M"@#1&-U6119-9.;D1&-Z-&̀097G

!

D

中心差分格式 本文格式
最大绝对误差收敛阶最大绝对误差收敛阶

N I@#D9L"! $@D*9L")

#* #@##9L"! !@!! )@*$9L"G G@D)

)! !@NG9L") #@$D *@DG9L"* I@DD

*G D@"I9L"G !@"" N@#N9L"N *@)*

表
N

!

问题
G

当
0

M"@""#

时$在不同网格数
D

下
的最大绝对误差和收敛阶

P/̀ (N

!

P397/_67,79--&-/.U>&.'9-

4

9.>9-/;9/;

0

M"@""#1&-U6119-9.;D1&-Z-&̀097G

!

D

中心差分格式 本文格式
最大绝对误差收敛阶最大绝对误差收敛阶

I#! #@)"9L"# #@G" G@D#9L"!

#"!G )@!N9L"! #@$$ )@G"9L") )@D$

!"GN D@I"9L") !@#) $@GI9L"I I@#D

G"$* #@NG9L") !@") #@GI9L"* *@")

N#$! G@ID9L"G !@"# #@*"9L"N *@I"

G

结论
本文针对两点边值问题$依据泰勒级数展开$借助混合紧致格式的思想$提出了具有六阶精度的一种混合型

紧致差分格式'该格式涉及到
)

个点上的未知函数以及对应的一阶和二阶导数值$离散所形成的方程组可采用
追赶法进行求解'同时为了确保格式整体达到六阶精度$一阶和二阶导数也采用六阶

22A

紧致差分公式进行
独立计算'最后通过几个有效的数值算例$验证了本文̂

2A*

格式可以达到六阶精度$最大绝对误差比文献中
的四阶差分格式要小很多$这表明本文̂

2A*

格式具有更高的计算精度'

#$
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