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一类稀疏效应的捕食与食饵系统的定性分析
!

申 治 华

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 C###CD）

摘! 要：利用微分方程的定性理论，研究一类具有稀疏效应的捕食与食饵系统
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得到了平衡点

的类型，极限环的存在与唯一性。
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! ! 在捕食与食饵系统的研究中，文献［* R $］给出

了很多重要的结果，而文献［J］特别给出了具有稀

疏效应的捕食—食饵系统，本文重点研究其中一类

生态系统
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的平衡点及其类型，系统（*）中 ! 表示食饵种群的

密度，& 表示捕食种群的密度，常数 #、%、$、’ 均具有

一定生态意义的正常数。根据 !，& 的生态意义，仅

在区域 1 E｛（!，&）S !"#，&"#｝内进行研究。

对系统（*）作变换 ! E $
’ #!，& E $

% #&，" E !
$ ，则系

统（*）可化为
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A!

E #
’ #!

" F $%

’%#!
C F#!#&

A#&
A!

E#&（#! F *{ ）

令 #" E
#
’ T #，#C E

$%

’% T #，且仍用 !，&，" 表示，#!，#&，!

可得到
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*! 平衡点的分析

显然系统（"）有平衡点 2（#，#），3（（#" 4 #C ）
*
" ，

#），当 #" T #C 时有正平衡点 (（*，#" F #C）；当 #" U #C

! 收稿日期："##CK*#K*#

作者简介：申治华（*LCJK），男，重庆人，副教授，主要从事常微分方程研究。



时系统（!）在 ! 内无正平衡点，故此时 ! 内无极限

环。

定理 "# "）平衡点 "（$，$）为鞍点，在正 # 轴上

的轨线指向 "（$，$），在正 "$ 轴上（原点附近）的轨

线远离原点。

!）当 %! % %& 时，&（（%! ’ %& ）
"
! ，$）为鞍点，当 %!

’ %& 时，&（（%! ’ %&）
"
! ，$）为稳定的结点。

(）当 %& ’ %! ’ (%& 时，(（"，%! ) %&）为稳定的结

点或焦点，当 (%& ’ %! 时，(（"，%! ) %& ）为不稳定的

结点或焦点。

证明# 平衡点 "（$，$）为鞍点很容易证明，故略

去。对于 平 衡 点 &（（ %! ’ %& ）
"
! ，$）很 容 易 作 出 点

&（（%! ’ %&）
"
! ，$）处的一次近似系统的特征方程 !!

* )! * * + $，其中 + +（%! ’ %&）
"
!（%! ) "）* "，* + %!

（%! ’ %&）
"
!（" )（%! ’ %&）

"
! ）。

当 %! % %& 时，* ’ $，故点 &（（%! ’ %& ）
"
! ，$）为近

似系 统 的 鞍 点，由 文 献［,］中 的 定 理 &, " 知 点

&（（%! ’ %&）
"
! ，$）也是原系统（!）的鞍点。

当 %! ’ %& 时，* % $，) % $，故点 &（（%! ’ %&）
"
! ，$）

为近似系统的稳定结点，由文献［,］中定理 &, " 知

点 &（（%! ’ %& ）
"
! ，$）为原系统（!）的稳定结点，此时

在 ! 内无正平衡点，从而 ! 内无极限环。

当 %! % %& 时，在 ! 内有正平衡点 (（"，%! ) %&），

在点 (（"，%! ) %&）的一次近似系统的特征方程 !! *
)! * * + $ 中 ) + (%& ) %!，* + %! ) %& % $，故当 (%& %
%! % %& 时，) % $，平衡点 (（"，%! ) %&）为近似系统的

稳定的结点或焦点。当 (%& ’ %! 时，) ’ $，(（"，%! )
%&）为一次近似系统的不稳定结点或焦点，由文献

［,］中定理 &, " 知点 (（"，%! ) %&）为原系统（!）的稳

定或不稳定的结点或焦定。

!# 极限环的存在与唯一性

定理 !# 当 %! % (%& 时，系统（!）存在唯一稳定

的极限环。

证明# 先证存在性，对系统（!）作 -./01234/ 环

域 -：

   

"&./0"，如图 " 所示，其中 "& 为直线 1" 5 #

+ $ 的一段，&. 为直线 1!：2 +（%! ’ %&）
"
! ，./ 为直线

1(：2 * # ) 3 + $的一段，/0 为直线 1&：# * " ) 3 + $
的一段，0" 为直线 16：2 + $ 的一段。

因 %! % %&，故 ! 内的正平衡点 (（"，%! ) %& ）在

直线 2 + $ 与 2 +（%! ’ %& ）
"
! 之间，只要 3 充分的大，

平衡点 (（"，%! ) %&）始终可包含于 ! 内。

因直线 # + $ 和直线 2 + $ 为轨线，而在 &. 上，
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$。在直线 1( 上，
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! ，则可取 3

充分的大，使 3 % 782｛"，5｝，则必有
0
04（ 2 * # ) 3

） 1( ’ $。在直线 1& 上，有
0
04（# * " ) 3） 1& +
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+ #（2 ) "）9 # + 3 ) " +（3 ) "）（2 ) "），因 3 % " 且 2%

"，知
0
04（# * " ) 3）9 1&%$。

因此在直线段 &.，./，/0 上系统（!）的轨线均

指向区域 - 的内部，且当 %! % %& 时平衡点 (（"，

%! ) %&）为系统（!）的不稳的结点或焦点，由 :41/;8<
=.<-./01234/ 环域定理［&］知，系统（!）在 - 内的平衡

点 ( 的外围至少存在一个稳定的极限环，即在 ! 内

系统（!）至少存在一个稳定的极限环。

再证唯一性，用张芷芬［,］唯一性定理证明。对

于系统（!）作变换 2 + .6，# +（ %! ) %& ）.7，则区域

! +｛（2，#）9 2 % $，# % $｝变为 !8 +｛（6，7）9，) > ’
6 ’ * > ，) > ’ 7 ’ * > ｝，系统（!）变为
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