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>+?A*9BC*+?8--不等式的一个加强及应用!

刘! 健
（华东交通大学 体育学院，南昌 DD##ED）

摘! 要：>+?A*9BC*+?8--不等式是几何不等式中的一个著名结果。自 EFD$ 年提出以来，大量文献围绕它进行了研究。
本文应用重要的G*-9:8(0*-58不等式的代数形式给出了 >+?A*9BC*+?8--不等式的一个加强，应用加强的结果和有关三
角形与一动点的几何不等式变换原则，给出了一个有趣的不等式链，提出并应用计算机验证了 H 个未解决的猜想。
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E! 主要结果
EFD$ 年，M) >+?A*9［E］提出了有关三角形的一个
新奇的猜想：设 ( 为")*+ 内部任一点，( 到顶点
)、*、+与边 *+、+)、)*的距离分别为 ,E、,"、,D、-E、
-"、-D，则有

,E U ," U ,D#"（ -E U -" U -D） （E）
两年之后，V) &) C*+?8--和 W) R) X,++*T［"］分别证

明了上述猜想。EFHK 年，V) R8S89 Y*Z :0［D］猜测（E）式
可以推广到一般的凸 ’ 边形中，日本的大关信雄［H］

在 EF$J 年首先证明了这一猜想。EFF" 年，本文作
者［$］又将 >+?A*9BC*+?8--不等式（E）推广到 . 个凸 ’
边形中，得到了更一般的结论。

最近，在研究一个三元二次型不等式的应用时，

得到了如下不等式。
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其中 /&、/0、/1 分别为")*+ 的边 *+、+)、)* 上的

高线。

在这一不等式的证明过程中，作者意外地发现

了 >+?A*9BC*+?8--不等式下述加强。

定理 E! 符号同上，则对")*+内任一点 (有

! ! ! ,E U ," U ,D#" /&-E U /0-" U /1-! D （D）

等号当且仅当")*+ 为正三角形且 ( 为其中心时

成立。

根据著名的 /,’=0; 不等式与（D）式，立即可知

（"）式成立。另外，由恒等式

-E 2 /& U -" 2 /0 U -D 2 /1 [ E （H）

及 /,’=0;不等式易知

/&-E U /0-" U /1-D#（ -E U -" U -D）
"

则不等式（D）要强于 >+?A*9BC*+?8--不等式。

"! 定理 E 的证明
引理 E! 对")*+与任意实数 3、4、5有
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等号当且仅当 !："：# ’ %() $：%() %：%()&时成立。
上述（&）式即为三角形不等式中著名的

*$+%,-).$+/-不等式［0］。
引理 !1 对任意实数 !、"、#与正数 ’、(、)有

1 ［!（( * )）* "（) * ’）* #（’ * (）］! #
1 2（’ * ( * )）（"#’ * #!( * !")） （0）
等号当且仅当 ! + " + #时成立。
证明1 显然，（&）式等价于

（! " " " #）!#2（"##$%! $
! " #!#$%! %

! " !"#$%! &
! ）

在上式中作置换：!$!,，"$"-，#$#.，然后利用半

角公式 #$%$ / ! ’（ 0（ 0 3 ,）/ -.）
4
!（其中 ,、-、.与 0分

别表示"$%&的三边与半周长，下同此）即可得
（!, " "- " #.）!#

20［"#（ 0 3 ,）" #!（ 0 3 -）" !"（ 0 3 .）］ （5）
对于任意正数 ’、(、)，显然存在着以 ( " )、) "

’、’ " (为边长的三角形，对此三角形使用（5）式，即
得（0）式。根据（&）式等号成立的条件即确定（0）式
中等号成立的条件。 证毕

从上可见，（0）式实为（&）式的代数形式。
引理 61 符号同上，则对"$%& 内任一点 1 有

.2! " -26%,34，等号仅当&1$% ’ ! / ! 3 &时成立。
上述引理的证明可见文献［5］。

证明（定理 4）1 首先来证有关三角形边长与正
数 !、"、#的加权不等式
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将引理 ! 中的 !、"、# 与 ’、(、) 互换，可知对任
意正数 !、"、#与实数 ’、(、)有
［’（" " #）" (（ # " !）" )（! " "）］!#

2（! " " " #）（()! " )’" " ’(#）
在上式中取 ’ ’ ,!，( ’ -!，) ’ .!，即得
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由此立即可知（7）式成立（,、-、.为任意正数）。
其次，在（7）式中令 ! ’ 24，" ’ 2!，# ’ 26，然后利

用与（2）式相等价的恒等式
,24 " -2! " .26 ’ !"

（"为"$%& 的面积）以及" ’ 4
! ,4, ’ 4

! -4- ’

4
! .4.，即得（
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! 4,24 " 4-2! " 4.2! 6

也即
-26 " .2!

, "
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- "
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. #

! 4,24 " 4-2! " 4.2! 6

根据上式与引理 6 的不等式 .2! " -26%,34 以及相

应的另两式就知（6）式成立，且易确定（6）式中等号
成立的条件如定理 4 中所述。 证毕

在（ 6）式中，令 1 为 "$%& 的重心，则有

24 ’
4
6 4,，2! ’

4
6 4-，26 ’ 4

6 4.，34 ’ !
6 5,，3! ’ !

6 5-，

36 ’
!
6 5.（5,、5-、5.分别为"$%& 相应边上的中

线），从而得以下有关中线与高线的简洁不等式。

推论 41 在"$%&中有
（5, "5- "5.）

!#6（4!
, " 4!

- " 4!
.）

61 一个不等式链
应用定理 4 的不等式与 89:#.; 不等式及已知

的有关动点类三角形几何不等式的变换原理，给出

一个有趣的几何不等式链。

定理 !1 设"$%& 内部任一点 1 关于"$%& 的
垂足三角形的面积为"1，"$%& 的外接圆半径为
3，其余符号同上，则

2434 " 2!3! " 2636

34 "3! "36
%3

"1

!"%
3!36 "3634 "343!

2（24 " 2! " 26）
（<）

等号当且仅当"$%& 为正三角形且 1 为其中心时
成立。

证明1 由 2434 ’ 4,2! 4·
,24
!!"34 及 89:#.; 不

等式即可知（ 2434 " 2!3! " 2636）
!% 4

!"
（ 4,24 " 4-2!

" 4.26）（,243
!
4 " -2!3

!
! " .263

!
6）。由定理 4 的不等式

以及重要的恒等式［7］,243
!
4 " -2!3

!
! " .263

!
. ’ 2"63

!

（其中"1 为 1点关于"$%&的垂足三角形的面积）

可知（ 2434 " 2!3! " 2636）
!%
"1

"
（34 " 3! " 36）

!3!。

由此可见不等式链（<）式的第一个不等式

2434 " 2!3! " 2636

34 " 3! " 36
%3

"1

!" （4=）
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成立。

现在，对（!"）式中作变换!［#］

（ !!，!$，!%，"!，"$，"%）

$（ !!"!，!$"$，!%"%，"$"%，"%"!，"!"$）

并利用变换!下的转换关系［#］

"$$""#，"$&"$"#，"#$
&"$"$

#

"
（其中 "$ 为垂足三角形的外接圆半径）即得

（ !! ’ !$ ’ !%）"!"$"%

"$"% ’ "%"! ’ "!"$
%$""#

"#

!"
由此利用已知的恒等式 #"#"# ( "!"$"%·" % "$

得不等式链（)）式的第二个不等式。
在不等式链（)）式中令 # 为"&’( 的重心，则

易证") (
"
)"$（*

$ ’ +$ ’ ,$），于是易得如下结论。

推论 $* 在"&’(中有
-*.* ’-+.+ ’-,.,

-* ’-+ ’-,
%

!
$ *$ ’ +$ ’ ,! $%

-+-, ’-,-* ’-*-+

.* ’ .+ ’ .,

&* 几个猜想
+, -, ./0012将 304516781049::不等式（!）加强为

"! ’ "$ ’ "%#$（/! ’ /$ ’ /%）

其中 /!、/$、/% 分别为&’#(、&(#&、&&#’ 的平
分线。

以上加强启发笔者针对定理 ! 的不等式提出更
强的猜想。

猜想 !* 符号同上，则对"&’(内任一点 #有

"! ’ "$ ’ "%#$ .*/! ’ .+/$ ’ .,/! %

由已知的垂足三角形的面积不等式"#%
!
& "

及不等式链（)）式的第一个不等式可知
!!"! ’ !$"$ ’ !%"%

"! ’ "$ ’ "%
% !

$ " （!!）

考虑这一不等式的指数推广，进一步得到如下猜想。

猜想 $* 设 " ; 0%$，则对"&’(内任一点 #有
!!"

0
! ’ !$"

0
$ ’ !%"

0
%

"0
! ’ "0

$ ’ "0
%
% !

$ "

对（!!）式作前面所述的变换!，并利用转换关
系 "$$""#，易得

!! ’ !$ ’ !%%""#（
!
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’ !
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’ !
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） （!$）

文献［#］中已证明不等式
!
"!

’ !
"$

’ !
"%
# $

" ’ !
$"#

这促使笔者猜测（!$）式还可加强为线性不等式
!! ’ !$ ’ !%%" % $ ’ $"#

进而考虑上式的推广，提出以下更一般的猜想。

猜想 %* 设 "1 $<%0%!，则对"&’( 内任一点
#有 !! ’ !$ ’ !%%0" ’（% = $0）"$，则（!）式即为

"! ’ "$ ’ "%

!! ’ !$ ’ !%
#$ （!%）

考虑（!%）式左端的上界，提出以下猜想。
猜想 &* 对"&’(内任一点 #有

"$"% ’ "%"! ’ "!"$

$（ !$ !% ’ !% !! ’ !! !$）
#

"! ’ "$ ’ "%

!! ’ !$ ’ !%
计算机的验证表明以上所提的 & 个猜想很可能

是成立的。由 304516781049::不等式引出的另外一些
猜想参见最近的文献［)］。
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