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基于 A,B-8 的原根及本原多项式的计算
!

程! 瑶，李! 杨，李世奇

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 C###CD）

摘! 要：在数论中，求解整数的原根和多项式的本原多项式是比较复杂的问题。本文应用 A,B-8 数学软件给出了求

解它们的通用程序，大大的简化了此类问题的计算。例证表明 A,B-8 在计算原根和本原多项式的有效性。
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! ! A,B-8 是当今国际上广泛应用的计算机代数系

统，该数学软件系统对数论中的数值的计算和符号

的处理提供了强大的计算功能，有不少文献对其进

行了不同方面的论述［F R J］。事实上，该软件专门提

供了有关数论的软件包，其中有对数论中常用的数

值计算行之有效的工具，例如有如下标准处理函

数［C，$］，3(?8M（5-*1）：求 ’2"3（5*? +）中的 2，即指

数；3(7B03：求欧拉函数 !（+）；5=*5N3(8：孙子剩余定

理；5+**:：求模的根，即求满足的 24"3（5*? 5）的 2；

592+:：求模的平方根，即求满足 2""3（5*? 5）的 2；

*+?8+：次数；B03：计算欧拉函数；B3：计算不大于给定

的一个正整数 + 的素数的个数；B+35+**:：计算最小

的原根；+**:9’(3:;：求单位根。

F! A,B-8 关于数论的简单应用

F) F! 欧拉函数 !（’）的计算方法［%］

例 F! 设 ’ S 5"FF 5""" ⋯5"66 ，则

!（’）S ’ F T F
5( )
F

F T F
5( )
"

⋯ F T F
5( )
6

。

对于简单的 ’ 容易计算，但是当 ’ 很大时，计算

就很困难了，这时就可以用 A,B-8 中所提供的 :08

(’5:08*+; B,=U,18 中的 B03 来求值了。

解! V L3:0（(’5:08*+;）：

V B03（FW#）；

最后得到计算结果为 CW。

F) "! 计算次数的方法［D］

设整数 ’ 满足（’，7）S F，7 V #，’ 对模 7 的次

数为 8。因为 8 X!（7），故次数 8 可通过计算 ’9F，’9"，

⋯，’9:模 7 的值求出，这里 9F，9"，⋯，9: 是 !（7）的

诸因子。

定理 F ! 如果是 7 S 58F
F ⋯586

6 是 7 的标准分解

式，整数 ’ 对模 7 的次数等于整数 ’ 对模 58/
/（ / S F，

⋯，6）的诸次数的最小公倍数。

例 "! 设 ’ S "，7 S C$ S $ Y I，" 对模 $ 的次数

是 C，" 对模 I 的次数是 %，故 " 对模 C$ 的次数为［C，
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!］" #$。

解% & ’()*（+,-)*./01）：

& /02.0（$，34）；

最后得到计算结果为 #$。

定理 $ % 设 ! 是一个素数，" 对模 !# 的次数是

$#，则 $# 5 # " $# 或 $# 5 # " !$#。又设 !# "$$ 6 #，进而有

$# "
$$，如果 $###%

!# 6 % $$，如果 # &{ %
例 7% 设 " " 8，! " $，求 8 对模 $#9 的次数 $#9。

因为 $# " #，$$ " $，且 8$ 6 # " 3:，$3 3:，故

$#9 " $
#9 6 3·$ " $8 " #$:

解% 在 ;<=>. 中，计算次数，输入

& ’()*（+,-)*./01）：

& /02.0（8，$?#9）；

得到计算结果：#$:。

;<=>. 提供的数论软件包并不能解决所有的数

论问题，但是 ;<=>. 提供了 ;<=>. 程序设计语言，从

而把软件包与 ;<=>. 语言结合可以解决更多的数论

问题。

$% 原根的计算方法和原理

例 3 % 求 模 & 的 原 根，即 求 满 足 "!（&）" #
（-/2 &）的 " 的值。

有文献给出了计算原根的方法如下［8］。

设（’，&）" #，& " !( 或 $!(，! 是一个奇素数，判

断 ’ 是否是 & 的原根，不需要逐一计算 ’#，’$，⋯，

’!（&）6 #，而只需计算 ’)（-/2 &），这里 ) * !（&）。基

于这样的想法，有下面的定理。

定理 7% 设 & & $，!（&）的所有不同的素因子

是 +#，+$，⋯，+,，（’，&）" #，则 ’ 是 & 的一个原根的

充分必要条件是 ’
!（&）

+% 与 # 不同模于 &，（ % " #，$，⋯，

,）。

定理 3% 设 " 对模奇素数 ! 的次数是 -，- @ ! 6
#，则 ""（" " #，$，⋯，-）都不是 ! 的原根。

例 4% 求出 3# 的原根。

通常的算法是先列出 #，$，7，⋯，39。因为 $ 对

模 3# 的次数为 $9，列出的数中除去以下各数 $，3，

:，#!，7$，$7，4，#9，$9，39，7A，78，77，$4，A，#:，7!，

7#，$#，#。其次取 7，因为 7 对模 3# 的次数是 :，因

此在所列的数中除去 7，A，$8，39，7:，7$，#3，#，其中

#，A，7$，39 第一次已除去，则在 !（39）中还剩下 !，

8，##，#$，#7，#4，#8，#A，$$，$3，$!，$:，$A，79，73，74
这些数，它们都是 3# 的原根。

下面用 ;<=>. 中 )*. +,-)*./01 =<BC<D. 的 /02.0
设计一个程序来求原根。

解% & -：" =0/B（=）

& D>/E<> <，1；

& ’()*（+,-)*./01）；

& F/0 < 2/
& 1：" /02.0（<，=）；

& (F（1 " = 6 #）<+2（< @ =）)*.+ =0(+)（<）

F(；(F（< " =）)*.+ E0.<C F(；
& /2；

& .+2；

利用这个程序求 3# 的原根，输入

& -（3#）：

结果是

!% 8% ##% #$% #7% #4% #8% #A
$$% $3% $!% $:% $A% 79% 73% 74

7% 本原多项式的计算方法

.$ 上的 / 次本原多项式在代数编码中非常有

用，可以通过分解 .$/ 6 #（0）来求得，但比较困难。在

代数里有一些专门的方法来求一个本原多项式，如

果知道了一个本原多项式可以通过有限域的性质一

一求出。对于求任意数域上的 / 次本原多项式更为

困难。

例 !［8］% 已知多项式 03 5 07 5 # 是 .$ 上的一个

3 次本原多项式，它的一个根 #$.$3，是一个原根，

于是 .$3的 #! 个元可以表示为 9，#，#，#$，#7，#3，#4，

#!，#8，#:，#A，##9，###，##$，##7，##3。由于
!（#4）

3 " $，

故还有一个四次本原多项式。

通常的解法是先计算出 03 5 07 5 # 的 3 个根为

#、#$、#3、#:，再由 #8 的阶是 #4，求出 #8 的极小多项

式 &（0），这样，也就求出了另一个 .$ 上的四次本原

多项式。

解法 #% （通常解法）令 1 " #8，它的极小多项式

为 &#（0）" "9 5 "#0 5 "$0
$ 5 "70

7 5 "30
3，由 # " #，1

" #8 " # 5 # 5 #$，1$ " #$ 5 #7，17 " # 5 # 5 #$ 5 #7，

13 " # 5 #$，易知 &（0）的系数适合方程

（"9，"#，"$，"7，"3 ）

#% 9% 9% 9
#% #% #% 9
9% 9% #% #
#% #% #% #















9% #% #% 9

"（9，9，9，9）

此方程有解（#，#，9，9，#），即 &#（0）" 03 5 0 5 #。
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而在 !"#$% 中，则可以设计一个程序，使得如果

任意给出一个素数 !，且指定次数 "，能求出所有次

数为 " 的 #! 上的本原多项式。

解法 &’ 先设计 !"#$% 程序如下

( )%*+")+：
( ,：- #)./（#，0012）

( 3$.4"$ 5，6，"，72.8%，+%2##.90+，7+%2#，:+%2#，

9，;；
( 5：- <；

( 5.) 9 5).2 < +. 0012 6. 5：- "［ 9］!=>9 ? 5；.6；

( 72.8%：- @；+%2##.90+：- @；

( 5.) 9 5).2 < +. 0012 6.
( 72.8%：- 72.8%!#；.6；

( 5.) 7+%2# 5).2 @ +. 72.8% 6.
( 5.) :+%2# 5).2 < +. 0012 6.
( +%2##.90+：- @；

( 95（（0012 A :+%2#）( <）+B%0
( 5.) 9 5).2 @ +. 0012 A :+%2# 6. +%2##.90+：-

+%2##.90+!#；.6；

( "［:+%2#］：- 9C1.（7+%2#，+%2##.90+）2.6 #；

( %$*% "［:+%2#］：- 7+%2# 2.6 #；59；
( *14*（ "［ :+%2#］- "［ :+%2#］，5）；.6；6：-

D)929+98%（ 5）2.6 #；95（6 -‘ +)1%’）"06（"［0012］E
( <）+B%0 #)90+（ 5）59；

( .6；

( %06；

应用上述程序后，给定一个素数 &，且指定次数

F，求所有次数为 F 的 #& 上的本原多项式。

先输入’ ’ ( ,（&，F）；

得到如下结果

$F ? $G ? @
$F ? @ ? $

这样就可以随意的求出本原多项式了。
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