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摘!要!在向量优化中存在很多基础的#重要的和有趣的问题$本文在总结了向量优化问题中某些基础理论发展趋
势的基础上%提出向量优化问题%特别是变动偏好结构的向量优化问题需要新的数学概念#方法和工具去处理%有可
能形成新的数学研究的方向&并进一步展现了向量优化问题理论研究的某些新的方向及许多理论问题的近代发展$
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C!向量优化问题概述
经济分析$金融管理$生态保护$社会可持续发

展以及国家安全等重大决策问题中存在大量向量

!多目标#优化问题%在这些问题中"判断决策&好’
或&坏’的标准!指标#是多个的"甚至是无穷多个或
集合值的"即优化问题的目标函数是向量值或集合
值函数%这就涉及到决策者的&偏好’!目标空间的
偏序#%对于这类优化问题"&最优解’概念与数值
优化问题中解的概念有本质的不同"它们是一种均
衡或平衡的概念%这种判断好坏的思想更加符合时
代的追求和企望%例如"经济增长和环境保护是两
个决策目标"决策者寻求它们之间的均衡(又例如"
在几十年前"国家有&多$快$好$省’的方针"这是J
个互不相容的决策目标%决策者只能追求它们之间
的均衡"如果强行要求每个目标都要最优"一般是不

可能的"必然会犯错误%
在大量的决策问题中"时间总是作为一维因素

引入到决策问题中%于是"由于时空的改变"决策者
决策空间!相应的目标空间#的每一点所对应的&偏
好’是不同的%这类决策优化问题称为带变动的偏
好结构!控制结构#的向量优化问题及集值优化问
题%处理这类新的优化问题需要新的概念"新的数
学方法和数学工具%
正如美国著名学者 K,?T02’110.所指出的)在向

量优化中存在大量基本的"重要而有趣的问题
!P4’.’0.’90/>Q0<7?"79(,.=0/=0/A7/=’.’<=7/5(.,QI
1’9<7/;’?=,.,(=797R0=7,/#%
法国著名学者 F-<10/A’.最近也发表了类似的

看法)在向量优化中存在那么多的有趣和重要的课
题!P4’.’0.’<,90/>7/=’.’<=7/50/A<75/727?0/==,(7?<
7/;’?=,.,(=797R0=7,/#%

! 收稿日期!"##$I#HICD

资助项目!国家自然科学基金!8,)C#CHCC#$#

作者简介!陈光亚!C%*%I#"男"重庆人"研究员"中国系统工程学会理事长"重庆师范大学客座教授"主要从事最优化理论研究%



向量优化问题的理论研究和应用已有几十年的

历史%其原始的解的概念&U0.’=,最优解’还可以追
溯到一百多年前的经济学研究%为什么这些国际第
一流的学者仍然对向量优化问题显示出巨大的研究

兴趣*概括起来"由于向量优化问题呈现了下面的
鲜明特点)C#强烈而丰富的实际背景为向量优化问
题的研究提供了许多新的问题和模型("#向量优化
问题"特别是变动偏好结构的向量优化问题需要新
的数学概念$方法和工具去处理"有可能形成新的数
学研究的方向(*#向量优化问题与数理经济$网络
经济$决策和对策理论以及非线性分析中的许多问
题有紧密关系"这就极大地拓广了向量优化理论研
究和应用的范围%
本文主要是在自己的研究工作基础上来展现向

量优化问题理论研究的某些新的方向及许多理论问

题的近代发展%

"!变动偏好及控制结构
传统的向量优化问题包含*个要素"即决策集

合"向量值的目标函数以及目标空间上固定的偏序%
大家知道在线性空间上偏序与空间上的凸锥是一一

对应关系%因此"可以用空间中的一个凸锥来界定
空间上的一个偏序%这种典型的偏序实质上是数学
处理的规范化"可以用较成熟的序空间理论来处理
它%在许多实际问题中"情况更为复杂"决策者的偏
好不一定是用凸锥描述的%例如"用凸集界定空间
点之间的二元关系一般不是偏序关系%又如"变动
偏序结构或变动控制结构一般不能用一个固定的凸

锥来界定%
设-$.是两个拓扑向量空间"-称为决策空间"

.称为目标空间%设/"-是一个非空集合"称为决
策集合%设 0是 .中的子集系"0V+0!1#W1#
.,"其中对每个1#/"0!1#是凸锥或凸集"0称为.
上的!变动#控制结构"!."0#称为带控制结构的目
标空间"这与传统数学中的偏序空间是不同的%带
控制结构的向量优化问题由下面的*元素组成)决
策集合 /"向量值目标函数 2W-$."控制结构 0%
可以表示成类似数值优化的形式

!BE#!!0X97/
1#/
2!1#

C%HJ年"U)Y)Z-给出了!BE#的一类解的概
念"称为非控解%1!#/称为!BE#的非控解"如果
不存在1#/使得

2!1#X2!1!##0!1#[+#,
Z-定义的非控解的研究并未得到发展%从已

有的资料来看"几十年来国际上对 Z-的非控解的
研究不会超过C#篇正式发表的论文%
究其原因"可以认为 Z-的非控解概念要求过

于严格%要判断集合 /中一个点是否非控解"需要
对/中其它所有的点所对应的偏好做比较"由于 /
中的点可能是无穷多个"在数学的处理上有很大的
困难%特别是在刻划非控解的特征及标量化时难度
很大%
可以换一种思维方式来处理问题%判定某点是

否&最优’"人们只以此点对应的偏好为基准"而不
必涉及其它点所对应的偏好%在这种思考下"通过
向量变分不等式提出了似非控解概念%1!#/称为
!BE#的似非控解"如果不存在1#/使得

2!1#X2!1!##0!1!#[+#,
1!#/称为!BE#的弱似非控解"如果不存在 1

#/使得
2!1#X2!1!##7/=0!1!#

其中7/=0!1#是集合0!1#的拓扑内部%
国际研究的实际状况表明"似非控解$弱似非控

解的研究得到发展%

*!非线性标量化方法
标量化方法是向量优化问题理论和算法研究的

一个重要方面%其重要性可类比于经济分析中的价
值函数!B01-’\-/?=7,/#"概率统计学中的分布函
数"模糊系统中的隶属函数%诺贝尔经济学奖获得
者]’Q.’-在其名著-P4’,.>,2B01-’.中花了相当篇
幅讨论了价值函数问题%设%是集合 ^上的一个
偏好"一个数值函数3W4$>称为价值函数"如果

&+C"+"#4"+C%+"’3!+C#_3!+"#
]’Q.’-的研究显示"如果 4是连通的"偏好

&%’是完全序"拟序且是连续和凸的"则存在连续
的$严格单调的价值函数%
在向量优化问题中"一般考虑的偏好是偏序而

不是完全序"甚至是控制结构%因此 ]’Q.’-的价值
函数理论不足以处理向量优化问题%
C%D*年"德国学者 ‘’.<=’S7=R构造了线性空间
中用凸锥定义的偏序所对应的非线性标量函数"此
函数是受到拓扑学中的 M7/T,S<T7泛函的启发下得
到的%
设对所有的1#-"0!1#V!是 .中的凸锥"且

5#7/=!"7/=!是!的拓扑内部%‘’.<=’S7=R非线性标
量函数!5W.$>定义为

!5!+#V97/+6#>W+#65X!,"+#.
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!5具有很好的性质%在一定的条件"!5是连续
的"正齐次的"次可加的%遗憾的是 ‘’.<=’S7=R函数
最初的研究是用德文发表的"一段时间未得到国际
优化界的响应%
C%D%年Y-?在其专著-P4’,.>,2B’?=,.E(=797I

R0=7,/.中对非线性标量函数进行了更深入系统的研
究"并在优化界引起了广泛重视%C%%#年 ‘’.=4和
a’7A/’.严格证明了 !5的存在性"且导出了开创性
的非凸分离定理"并显示了!5是处理许多非凸优化
问题以及其它某些非凸问题的有力工具%
我们在国际上第一个研究了变动控制结构下的

非线性标量函数及其在向量优化上的应用%
现在考虑.上的控制结构0V+0!+#".W+#

.,%显然这里的控制结构与前面依赖于决策空间
的控制结构没有本质的不同%设(0V)

+#.
0!+#且5#

7/=(0"令
!!+"7#V97/+6#>W7#65X0!+#,"+#.
!!+"7#是 ‘’.<=’.S7=R函数的推广"可以证明

!!+"7#在.b.上是连续的"正齐次的"凸的"且对第
二变量是严格单调的函数%下面的结果显示 !!+"
7#是处理带变动控制结构的向量优化问题的有力工
具%
命题C!对每一个8#>"+$7#."下面的提法是

正确的

C#!!+"7#_8’7#85X7/=0!+#(
"#!!+"7#*8’7#85X0!+#(
*#!!+"7#+8’7,#85X7/=0!+#(
J#!!+"7#c8’7,#85X0!+#(
$#!!+"7#V8’7#85X!0!+#%
其中!0!+#是集合0!+#的边界集%
下面的问题是有趣的"值得去思考和研究%
C#当0!+#是凸集时"!!+"7#是否仍有某些好
的性质*
"#命题C显示 !!+"7#是处理向量优化问题弱
拟非控解的工具%如何利用 !!+"7#或构造新的标
量函数去处理拟非控解*
*#怎样通过!!+"7#导出变动控制结构下的非
凸分离定理*

J!向量变分不等式问题
数值优化问题的理论研究中"̂-4/IP-?T’.条件

是最重要的结果之一%它是数值优化的理论研究和
算法设计的基础% -̂4/IP-?T’.条件实质上是一个
经典的变分不等式%对于实际中的优化问题"人们

可以通过两个方式构造数学模型%当人们知道物体
运动的轨迹"或者说知道目标函数的表达式"优化问
题可以描述成在某个决策集合上求目标函数的极值

问题(但当人们并不知道目标函数的表示式"而只知
道目标函数值的梯度变化"或者说只知道物体运动
的速度变化"则优化问题只能描述成变分不等式模
型%在这个意义下"可以说极值问题和变分不等式
问题是等价的问题%但是"变分不等式不仅仅与极
值问题有关%在"#世纪G#年代初"意大利著名数
学家&=09(0??470和法国数学家Y7,/<已经从研究偏
微分方程中导出了无穷维的变分不等式模型%另
外"交通网络平衡问题"网络经济中的某些问题和变
分不等式有密切的关系%
C%D#年"意大利著名学者 \/‘70//’<<7在有限
维空间中"在固定偏序结构下提出了向量变分不等
式概念并显示了它与向量优化问题有紧密关系%
C%%#年"我们提出了无穷维空间中的向量互补问题
及向量变分不等式模型"并证明了它们和极小问题$
向量优化问题等模型的等价性%对于变动的控制结
构"C%%"年又提出了下面的向量变分不等式模型%
设-$.是两个拓扑向量空间"9!-".#表示 -

到.上所有的连续线性映射的集合"设 /"-是一
个非空集合%集合系0V+0!1#".W1#-,是.上
的一个控制结构%基本的带变动控制结构的向量变
分不等式是求1!#/使得
!BBL#:!0:!1!#"1X1!1,X7/=0!1!#"&1#/
其中:W-$9!-".#是一个向量值映射"如果 9#
9!-".#"09"11表示线性映射 9在 1的值"因此09"
11#.%
当.V>是一维欧氏空间"0!1#V>d"&1#/"

则向量变分不等式!BBL#:退化成通常的变分不等
式问题%
现设2W-$.是一个向量值函数%带变动控制

结构0的向量优化问题可表示成下面形式
!BE#!0X97/

1#/
2!1#

命题"!设2W-$.在/上是‘e0=’0-f可微的"
在1点的‘e0=’0-f导数记为:!1#V02!1#"1#/"设
0V+0!1#".W1#-,是 .上的!变动#控制结构"
对每个1#-"0!1#是闭凸锥且拓扑内部7/=0!1#非
空%如果1!#/是向量优化问题!BE#的弱似非控
解"则1!是下面的向量变分不等式的解

!BBL#02!1!#/"002!1!#"1X1!1,
X7/=0!1!#"&1#/

相反地"如果附加对每个 -1#/"2是 0!-1#一凸
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的向量值映射"且1!#/是!BBL#02的一个解"则1!

是!BE#的弱似非控解%
现在对向量变分不等式的研究方兴未艾"其中

多数的研究是基于!BBL#:这类模型以及它的各种
推广%一类很重要的推广是称为向量平衡问题%设
;W-b-$.是二元向量值函数%向量平衡问题是
求1!#/"使得

!B@g#!;!1!"1#,X7/=0!1!#"1#/
当.V>时";变成了二元数值函数2W-b-$

>%向量平衡问题!B@g#;退化成 N1-9和 E’==17提
出的平衡问题)求1!#/"使得

!@g#2!2!1!"1#+#"&1#/
平衡问题!@g#2是等价于不动点问题$变分不

等式问题$数值优化问题$鞍点问题$互补问题以及
对策问题%命题"显示了向量优化问题与向量变分
不等式的等价性%如果记;!1"+#V0:!1#"+X11"
则本质上命题"也显示了向量平衡问题与向量优化
问题的等价性%那么"对于其它形式"诸如向量互补
问题$向量对策问题等是否存在某种形式的等价关
系*
向量变分不等式还有其它的应用"例如)C#二

水平的多目标规划问题("#向量平衡规划问题(*#
向量网络平衡问题(J#网络经济中的一些问题($#
集合值优化问题%

$!向量优化问题的近似分析
数学研究中"凡是涉及集合非紧条件下的问题

一般都是困难的%一个连续的数值函数在非紧集合
上一般不存在极值"需要近似分析"求近似解%在数
值优化问题的近似分析研究中"最重要的结果应该
是@T’10/A变分原理%它的重要性主要表现在以下
方面%
C#可以刻划数值优化问题的近似解(
"#它与 30.7<=7Î7.T不动点定理$\1,S’.U’=01
定理$].,(定理以及M,-/=07/U0<<定理的等价性展
现了在非线性分析中研究和应用的新的平台%
"#世纪D#年代和%#年代初"国际上存在*种
有不同条件$不同形式的向量变分原理"它们都是
@T’10/A变分原理的推广%我们给出了一个统一的
向量变分原理"已知的*种向量变分原理是其特例%

我们还在国际上第一次提出了集合值函数的变分原

理%进而"给出了 30.7<=7Î7.T不动点定理$\1,S’.
U’=01定理以及 ].,(定理的向量和集值形式"并证
明了它们和我们提出向量和集合变分原理是等价

的%这些工作有可能在向量优化和集值优化问题以
及非线性分析领域中展现出新的研究方向%要特别
指出的是 M,-/=07/U0<<定理的向量和集值形式以
及它们与向量及集值变分原理的等价性仍然是一个

尚未解决的有趣的问题%
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