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摘 要：对有限个具有公共不动点的非扩张映象引入具误差的隐式迭代序列，并在不同条件下证明了具误差的隐式

迭代序列分别弱收敛，和强收敛于这有限个非扩张映象的某一公共不动点。
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- 预备知识

设 - 是 !"#"$% 空间，. 是 - 中的非空子集，/
是从 . 到 . 的映象，0（ /）是 / 的所有不动点构成
的集合，则

-）称 / 是非扩张映象［-］，如果

"/1 2 /3"#"1 2 3"，$1，3%.；
2）称 - 满足 )*+", 条件［2］，如果对 - 中任一点

列｛1)｝，当 1) 弱收敛于 1 时，都有 ,+=
)&4
" 1) 2 1" 5

,+=
)&4
"1) 2 3"，$3%-，3’1；

4）称 / 是半紧的［4］，若对 . 中任一满足"1) 2

/1)"&’ 的有界点列｛1)｝，都存在强收敛的子列；

&）称 / 在原点半闭［4］，如果对 . 中任一点列
｛1)｝，当｛1)｝在 . 中弱收敛于 6 且｛/1)｝强收敛于 ’

时，都有 /6 7 ’。
2’’- 年，文献［&］首次对有限个具有公共不动

点的非扩张映象引入由下列式子归纳定义的隐式迭

代序列｛1)｝

1- 7 !- 1’ 8（- M !-）/- 1-

12 7 !2 1- 8（- M !2）/2 12

⋯ ⋯ ⋯

1$ 7 !$ 1$ 2 - 8（- M !$）/$1$

1$ 8 - 7 !$ 8 - 1$ 8（- M !$ 8 -）/- 1$ 8 -














⋯ ⋯ ⋯

（-）

其中 1’%.，并在 N+,O8A< 空间中对其收敛性进行了

研究；2’’2 年，文献［5］在一致凸 !"#"$% 空间上对
有限个具有公共不动点的非扩张映象研究了由（-）
式定义的隐式迭代序列的收敛性；2’’4 年，文献［1］
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对文献［!］进行了改进，得到如下两个定理。
定理 "［#］ 设 ! 是满足 $%&’( 条件的一致凸实

)’*’+, 空间，" 是 ! 的非空闭凸子集 #"，#-，⋯，#$ %

"&" 是 $ 个具有公共不动点的非扩张映象，｛!&｝

是［.，"］中满足 ’ ( !& ( ) 的序列，其中 ’，)%（.，"）

是两个常数。则由（"）式定义的隐式迭代序列｛*&｝

弱收敛于 #"，#-，⋯，#$ 的某一公共不动点。

定理 -［#］ 设 ! 是一致凸实 )’*’+, 空间，" 是
! 的非空闭凸子集，#"，#-，⋯，#$ % "&" 是 $ 个具

有公共不动点的非扩张映象且至少有一个是半紧

的，｛!&｝是［.，"］中满足 ’ ( !& ( ) 的序列，其中 ’，)

%（.，"）是两个常数。则由（"）式定义的隐式迭代
序列｛*&｝强收敛于 #"，#-，⋯，#$ 的某一公共不动

点。

在不动点逼近理论中，误差项是必需考虑的一

个重要因素。本文受文献［/］的启发，对 $ 个非扩
张映象引入具误差的隐式迭代序列如下。

定义 " 设 " 是 )’*’+, 空间 ! 的非空闭凸集，
#"，#-，⋯，#$ % "&" 是 $ 个非扩张映象，｛*&｝是由

下式归纳定义的迭代序列

*" + !" *. , ""#" *" , #"-"

*- + !- *" , "-#- *- , #---

⋯ ⋯ ⋯

*$ + !$ *$ . " , "$#$ *$ , #$ -$

*$ , " + !$ , " *$ , "$ , "#" *$ , " , #$ , "-$ , "














⋯ ⋯ ⋯

（-）

其中 *. 是 " 中给定的一点，｛-&｝
/
& + "是 " 中有界点

列，｛!&｝
/
& + "、｛"&｝

/
& + "、｛#&｝

/
& + "(［.，"］且满足

!& , "& , #& + "，"& ( "（$&)"），*/
& + "#& ( /

则｛*&｝称为具误差的隐式迭代序列。

记 #0$ , 1 + #1（$1 + "，-，⋯，$，$0 + .，"，-，

⋯），则隐式迭代过程（-）式可表示为如下紧凑格式
*& + !& *& . " , "& #& *& , #& -&（$&)"） （0）

由于 .# "& ( " 且 #& 是非扩张映象，所以，映

象：*&!& *& . " , "& #& * , #& -& 是从 )’*’+, 空间 ! 的

非空闭凸子集 " 到 " 的压缩映象，存在唯一不动点
*&%"。因而，本文定义 " 给出的具误差的隐式迭代

序列的定义是合适的。本文研究这一具误差的隐式

迭代序列的弱收敛性及强收敛性，需如下引理。

引理 "［0］ 设｛2&｝、｛’&｝是两个非负数列，满足

2& , "#2& , ’&（&)&.），且*
/
& + &.

’& ( /，其中 &. 是某

非负整数，则极限 (&1
&&/

2& 存在。

引理 -［2］ 设 ! 是一致凸 )’*’+, 空间，｛3&｝(

［ ’，)］(（.，"）且｛*&｝，｛4&｝(!，若 (&1
&&/
" *&"#5，

(&1
&&/
"4&"#5 且 (&1

&&/
"3& *& ,（" 3 3&）4&" + 5 ( /；

则 (&1
&&/
"*& . 4&" + .。

引理 0［0］ 设 ! 是一致凸 )’*’+, 空间，" 是 !
的非空闭凸子集，#% "&" 是具有不动点的渐近非
扩张映象（特别地，若 #% "&" 是具有不动点的非扩
张映象），则 6 . # 在原点半闭，即对 " 中任一点列
｛*&｝，如果｛*&｝弱收敛于 7%" 且｛（ 6 . #）*&｝强收

敛于 .，则（ 6 . #）7 + .。

- 主要结论

定理 0 设 ! 是满足 $%&’( 条件的一致凸 )’4
*’+, 空间，" 是 ! 的非空闭凸子集，#"，#-，⋯，#$ % "

&" 是公共不动点集 8 ++$
1 + " 8（#1）非空的 $ 个非

扩张映象，｛-&｝是 " 中有界点列，｛!&｝、｛"&｝、｛#&｝

是［.，"］中的 0 个数列且满足如下条件
"）!& , "& , #& + "（$&)"），

-）. 5 ’#"&#) ( "（$&)"），’，) 是常数，

0）*/
& + "#& ( /

则由（0）式定义的具误差的隐式迭代序列｛*&｝弱收

敛于 #"，#-，⋯，#$ 的某一公共不动点。

证明 因公共不动点集 8 + +$
1 + " 8（ #1）非空，

任取 9%8。由于｛-&｝是 " 中有界点列，设

: + 67%｛"-& . 9" ; &)"｝ （8）

记 #0$ , 1 + #1（$1 + "，-，⋯，$，$" + .，"，-，⋯），由

（0）、（8）式、条件 "）及 #& 是非扩张映象，得

"*& . 9" +

"!&（ *& . " . 9）, "&（#&*& . 9）, #&（-& . 9）"#

!&"*& . " . 9" , "&"#&*& . 9" , #&"-& . 9"#

（" 3 "&）"*& . " . 9" , "&"*& . 9" , :#&（!）

由条件 -）和（!）式，有

"*& . 9"#"*& . " . 9" , :
" 3 )#&

由条件 0），据引理 " 知 (&1
&&/
"*& . 9"存在，设

(&1
&&/
"*& . 9" + 5 （#）

由此可见，｛*&｝是 " 中有界点列，注意到 (&1
&&/

#& + .，

由（0）、（#）式，得
(&1
&&/
"（" 3 "&）（ *& . " . 9）, "&（#&*& . 9）" +
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!"#
!&"
"（ #! $ %）& !!（ #! $ $ $ ’!）" ( ) （%）

由于"*!#! $ %" ( "*!#! $ *! %"#"#! $ %"，再

由（&）式，有 !"#
!&"
"*!#! $ %"#) （’）

由（&）+（’）式和条件 (），根据引理 (，得
!"#
!&"
"#! $ $ $ *!#!" ( ) （*）

由此，得 !"#
!&"
"#! $ #! $ $" (

!"#
!&"
""!（*!#! $ #! $ $）& !!（’! $ #! $ $）" ( )（$)）

由（*）、（$)）式，得 !"#
!&"
"#! $ *! #!" (

!"#
!&"
"（ #! $ #! $ $）&（ #! $ $ $ *!#!）" ( ) （$$）

$ ,%｛$，(，⋯，-｝，由（$)）式，得
!"#
!&"
"#! $ #! & ," ( ) （$(）

由于 "#! $ *! & , #!"#"#! $ #! & ," &

"#! & , $ *! & , #! & ," &"*! & , #! & , $ *! & , #!"#

("#! $ #! & ," &"#! & , $ *! & , #! & ,"

由此及（$$）、（$(）式，得
!"#
!&"
"#! $ *! & , #!" ( )（$ , ( $，(，⋯，-）

即任给 # . )，存在自然数 !)，当 !) !) 时，不等式

"#! $ *! & , #!" / #，对 , ( $，(，⋯，- 一致成立。

任取 0%｛$，(，⋯，-｝，任给 !)!)，存在 ,%｛$，

(，⋯，-｝，使得 ! & , ( 1- & 0。其中，1 是某非负整
数。于是，当 !)!) 时，有

"#! $ *0 #!" ("#! $ *1- & 0 #!" (

"#! $ *! & , #!" / #（$0 ( $，(，⋯，-）

即 !"#
!&"
"#! $ *0 #!" ( )（$0 ( $，(，⋯，-）（$+）

由于 2 是一致凸 ,-.-/0 空间，因而 2 是自反
的，而｛#!｝是 3 中有界点列，所以有界点列｛#!｝必

有子列｛#!1
｝弱收敛于 2 中某一个点 #,。因为 3 是

2 的闭子集，所以 3 弱闭，从而 #,%3。
另一方面，由（$+）式，有
!"#
1&"
"#!1

$ *0 #!1
" ( )（ 0 ( $，(，⋯，-），

由引理 +得（4 $ *0）#
, ()（0 ($，(，⋯，-），即 #,%5。

最后，证明｛#!｝弱收敛于 #,。反设｛#!｝不弱收

敛于 #,，由于 2 自反，存在｛#!｝的子列｛#61
｝弱收敛

于 3 中异于 #,的点 7,，同样由引理 +，7,%5。又因
$%%5，!"#

!&"
"#! $ %"存在，特别地，!"#

!&"
"#! $ #,"

和 !"#
!&"
"#! $ 7,"都存在。由于 2 满足 12"-! 条件，

有

!"#
!&"
"#! $ #," ( !"#

1&"
"#!1

$ #," /

!"#
1&"
"#!1

$ 7," ( !"#
!&"
"#! $ 7," (

!"#
1&"
"#61

$ 7," / !"#
1&"
"#61

$ #," ( !"#
!&"
"#! $ #

,"

则矛盾。因此，｛#!｝弱收敛于 #,%5。 证毕

定理 3 设 2 是一致凸 ,-.-/0 空间，3 是 2 的
非空闭凸子集，*$，*(，⋯，*- 8 3&3 是 - 个具有公

共不动点的非扩张映象且至少有一个是半紧的，

｛’!｝是 3 中有界点列，｛$!｝、｛"!｝、｛!!｝是［)，$］中

的 + 个数列且满足定理 + 中的条件 $）+ +），则由
（+）式定义的具误差的隐式迭代序列｛#!｝强收敛于

*$，*(，⋯，*- 的某一公共不动点。

证明 由于 2 是一致凸 ,-.-/0 空间，虽然不一
定满足 12"-! 条件，但由定理 + 的证明过程可见，由
（+）式定义的具误差的隐式迭代序列｛#!｝必有子列

｛#!1
｝弱收敛于 *$，*(，⋯，*- 在 3 中的某一公共不

动点 #,且极限 !"#
!&"
"#! $ #,"存在，同时，!"#

!&"
" #!

$ *0 #!" ( )（ 0 ( $，(，⋯，-）。

因为 *$，*(，⋯，*- 中至少有一个是半紧的，由

上述结果及半紧的定义，必存在｛#!1
｝中的子列（仍

记为｛#!1
｝）强收敛于 #,。

因为极限 !"#
!&"
"#! $ #,"存在，从而

!"#
!&"
"#! $ #," ( !"#

1&"
"#!1

$ #," ( )，

即迭代序列｛#!｝强收敛于 #,。 证毕
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