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摘 要：对于非线性方程组解的 ’()*+,(- 矩阵是奇异的情况，将非线性函数在当前迭代点的线性模型扩展成二次模

型，然后将目标函数是二次张量模型的范数优化问题转化成四次张量优化问题，以便用适当的张量方法求解。
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定义 &［&］ 称 *"8 ) + ) + )为三阶张量，如果，对于 !，,，""8 )，有 *!,""8，*,""8 )，其中
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其中 . - &，⋯，)。
定义 !［&］ 称 1"8 ) + ) + ) + )为四阶张量，如果，对于 #，!，,，""8 )，有 1#!,""8，1!,""8 )，其中

1#!," -#
)

. - &
#
)

/ - &
#
)

0 - &
#
)

2 - &
1［ .，/，0，2］#［ .］!［ /］,［ 0］"［ 2］，1!,"［ .］-#

)

/ - &
#
)

0 - &
#
)

2 - &
1［ .，/，0，2］!［ /］,［ 0］"［ 2］，

其中 . - &，⋯，)。
本文假设张量都是超对称的，即交换其元素的下标，对应的元素值不变。所讨论的张量方法主要是针

对以下问题，即对于 34 8 )$8 )，找到 5%"8 )，使得 3（ 5%）- $，其中 3（ 5）至少一阶连续可微。
对于上述问题，传统的牛顿算法［!］使得迭代的每一步都基于 3（ 5）的当前迭代点 56 的一阶展开式，即

78（ 56 9 :）- 3（ 56）9 3;（ 56）:。当 3;（ 5%）非奇异时，牛顿方法具有较快的收敛速度，而当 3;（ 5%）奇异时，

此时不存在牛顿方向，所以不能采用牛顿方法。因此，为了克服牛顿算法在收敛速度方面的缺陷，文献［!］
提出了一种新的方法，即张量方法。该方法是将牛顿算法在当前迭代点的一次模型扩展成二次模型，即

7*（ 56 9 :）- 3（ 56）9 3;（ 56）: 9 &
!
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其中 *6"8 ) + ) + )为三阶张量。这样，为求解前面所述问题，在当前迭代点 56，要找到 :"8 ) 使得 7*（ 56 9 :）

- $。如果 7*（ 56 9 :）- $ 无解，则要找到 :"8 ) 使得&7*656 9 :&! 最小。综合以上两种情况，此问题转化

为

;,-&7*（ 56 9 :）&!， （!）
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由于（!）式等价于
"#$!"（ #$ % &）%!"（ #$ % &）， （&）

因此本文主要讨论（&）式的解法。

’ 预备知识

关于（’）式中 "$ 的解法，对于 "$，主要采用文献［&］中的插值法来确定。首先选择 ’ 个以前的迭代点

# ( ’，⋯，# ( ’，其中 ’’!)，并且 "$ 的选取允许模型 !"（ #$ % &）在这些点处插值函数值 *（ # ( +），+ , ’，⋯，’，

那么 "$ 满足
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其中 .+ , # ( + ( #$，+ , ’，⋯，’。通常选择 # ( +使得｛.+｝线性无关。以下讨论如何选择满足（(）式的 "$。

首先将（(）式等价变形为
"$ .+ .+ , /+，+ , ’，⋯，’ （)）

其中 /+"!
)，/+ , !（*（ # ( +）( *（ #$）( *-（ #$）.+）。选择满足（*）式的 +,-./$#01 范数最小的 "$，即
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（*）式的解由文献［&］中定理 & 2 ! 确定。
定义 &［&］ 令 !，"，#"! )，张量 ""! ) 3 ) 3 )，其中 "［ 0，1，+］, !［ 0］·"［ 1］·#［ +］，’’0，1，+’)，则 " 称为

秩一张量，并且表示为 " , !"#。
注意到秩一张量 !"# 的第 0 个水平面为 !［ 0］（ "#%），则定理 ( 表明（*）式的解是 ’ 个水平面对称的秩

一张量之和。

定理 ’［&］ 假设 ’’)，.+"!
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根据定理 ’，（’）式转化成
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! 四次多项式的形成

本节主要讨论（&）式的解法。为叙述方便，以下将给出有关四次多项式的假设。设 7 8 ! )$!，且 7（ &）
, 9&( % "&& % :&! % ’& % ’5，其中 ’& 代表 ’%&，:&! 代表 &%:&，9 和 " 分别为四阶张量和三阶张量，&( 和 && 分

别为 &&&& 和 &&& 的简化。以下结合（4）式，给出（(）式的目标函数的等价变形。
定理 ! 存在四阶张量 9"! ) 3 ) 3 ) 3 )，三阶张量 ""! ) 3 ) 3 )，二阶对称阵 :"! ) 3 )，) 维向量 ’"! )，常量

’5"!，使得 !"（ #$ % &）%!"（ #$ % &）, 9&( % "&& % :&! % ’& % ’5，并且 9&((5。
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其中
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#$( &’* &’+ &(" &(,为任意一项的系数。当 *) +)") , 时，因为在 *，+，"，, 确定之后，若不考虑 *，+，"，,

的先后次序，则 %*%+%" %, 共有 -"
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当 * # +，" # ,，*)" 时，同理令 . 中任意一项
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对称的。
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由（’）式知，5(%($。 证毕

定理 & 若存在 ()$使得 ("6)$，其中 6 "（)!，⋯，)%），且 7 "（’!，⋯，’%）列满秩，则 23（4# 0 (）"23（4# 0 (）

中的 5(% 8 $。
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否则，（’!，⋯，’%）4 " $，由 7 列满秩，则 4 " $，与 4)$ 矛盾，即（’!，⋯，’%）4)$。又由（’）式知，5(% 8 $。

证毕

若 ( 满足 ("6)$，并且 7 列满秩，可以利用文献［%］中的方法求解最优步长，得到下一个迭代点；

若 ( 满足 ("6)$，并且 7 不是列满秩的，#
%

& " !
’&（ (" )&）

#)$，根据（’）式，有 5(% 8 $，因此也可以利用文献

［%］中的方法求解最优步长，得到下一个迭代点；

若 ( 满足 ("6)$，并且 7 不是列满秩的，#
%

& " !
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# " $，则（(）式将退化成一阶展开式；

若 ( 满足 ("6 " $，则（(）式将退化成一阶展开式。
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