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摘 要：通过选择适当的变换，求出了 ! " # 维 $%&’()*+,-’ 方程的一些新的显式解。
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在非线性发展方程的研究中，求其显式解是一

项十分重要的任务。特别是由于方程的非线性使得

求解问题变得难度大、技巧性更强。因此探讨且 得

到具有广泛物理背景的非线性发展方程的显式解具

有十分重要的应用价值。众所周知，求非线性发 展

方程解的关键是构造适当的变换，使求解问题简化

并达到求解的目的。在本文中，将讨论下述 ! " # 维

$%&’()*+,-’ 方程

’! ) * ! +, - "
! .! （#）

.+ * !（ /!! / ）, （!）

其中 "! * 0 #，!（ +，,，)）是复波函数，.（ +，,，)）是实

波函数。由于方程（#）、（!）式在非线性光学领域中

起着极其重要的作用［#］，因此关于它的求解问题受

到许多学者的关注，讨论其解的结构也有助于深化

认识它 在 光 学 领 域 中 的 作 用。对 于 方 程（#）、（!）

式，应用反散 射 方 法，L=M&=’9F 得 到 了 孤 立 子 解［!］，

有文献给出了 $ 孤立子解，同时方程（#）、（!）式可

通过 A=*+:-F- 检验［7］，因此是可积方程。

在本文中，将通过构造适当的函数变换，把求解

（#）、（!）式的问题转化为求解 椭 圆 方 程 的 问 题，给

出了 ! " # 维 $%&’()*+,-’ 方 程 一 些 新 的 显 式 解，这

为人们认识由此方程描述的客观现象提供了一些依

据。

# 方程的显式解

为了得到方程（#）、（!）式的一些新解，作变换

! * -JI（ ’#）1（ +，,，)） （7）

其中 $，%，& 是待定常数，并且有 # * $+ - %, - &) -

#/ ，#/ 是任意常数，将（7）式代入（#）、（!）式得

1) 2 %1+ 2 $1, * / （1）

1+, -（& 2 $%）1 - "!1. * / （N）

.+ 2 !（1! ）, * / （.）

为了求出行波解，再作变换

1 * 1（ ’），. * .（ ’） （3）

’ * 3+ - 4, -（ 4$ - 3%）) - ’/ （O）

其中 3，4，’/ 是 待 定 常 数，将（3）、（O）式 代 入（1）5

（.）式得到常微分方程组

3416 -（& 2 $%）1 - "!1. * / （6）

3.7 2 ! 4（1! ）7 * / （#/）

则求解方程（#）、（!）式转化为求解常微分方程

组（6）、（#/）式的问题，由（#/）式得解为
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其中 ’ 为任意常数，将（""）式代入（#）式，整理得

%(! " !
!
%$ & )%! & *% （"!）

其中 *% 为 任 意 常 数，! " + !"!

$! ，) " #$ + ’"! + %
$#

。

由于（"!）式是椭圆型方程［$］，它有许多精确解。通

过（&）、（""）式，可 得 到 ’()*+,-./0* 方 程 的 许 多 新

的行波显式解，如孤子解、三角函数解、椭圆函数解、

幂函数解。现讨论如下。

" , " 三角函数解

"）) " !，! " !，*% " "

由（"!）式知道，"! " + "，$ " "，% " 12.&，再根据

（&）、（""）式可推出方程（"）、（!）式的显式解

! " ! #12.! & & ’，’ " 034（ -(& ）12.&，

其中 (& " #. & $/ &（#$ + ! # & ’）0 & (% ，#，$，(% ，#，’

为任意常数（ 下同）。

!）) " + "，! " !，*% " %

此时 "! " + "，$ " "，% " 50(&，进一步得到方程

（"）、（!）式的显式解

! " ! #50(! & & ’，’ " 034（ -($ ）50(&，

其中 ($ " #. & $/ &（#$ & # & ’）0 & (% 。

" , ! 椭圆函数解及孤立子解

"）) " ! 6 1! ，! " + !，*% " 1! + "

对于这种 情 况 有 "! " "，$ " "，且 % " ’2&，! "
! #’2! & & ’，’ " 034（ -(7 ）’2&。 其 中 (7 " #. & $/ &

［#$ +（! 6 1! ）# + ’］0 & (% ，’2 表示模为 1 的椭圆函

数（% 8 1 3 "）。当 1"" 时，由于 ’2" 50(4，因此得

到方程（"）、（!）式的孤立子解

! " ! #50(4! & & ’ " ! #（" 6 12.4! &）& ’，

’ " 034（ -(7% ）50(4&，

(7% " #. & $/ &（#$ + # + ’）0 & (% 。

!）) " ! 6 1! ，! " !（" 6 1! ），*% " "

此时 "! " + "，$ " 5 "
" 6 1! !

，% " 6*&，6*& 表 示

模为 1 的椭圆函数（% 8 1 3 "）。方程（"）、（!）式的

解为

! " 5 ! # " 6 1! ! 6*& & ’，

’ " 034（ -(9 ）6*&，

其中

(9 " #. & $/ & #$ 5（! 6 1! ）#
" 6 1! ![ ]& ’ 0 & (% 。

&）) " " : 1!

!
，! " + " 6 1!

!
，*% " + " 6 1!

$

即 "! " "，$ " 5 !
" 6 1! !

，从方程（"!）式的解 %

" ’2&
" : 162&

导出方程（"）、（!）式的显式解

! " ! #
$

’2! &
（" : 162&）! & ’，’ " 034（ -(; ）

’2&
" : 162&

其中 62& 表示模为 1 的椭圆函 数（% 8 1 3 "），(; "

#. & $/ & #$ +（" : 1! ）$#
![ ]+ ’ 0 & (% 。

$）) " " 6 1 & 1!

$
，! " !1，*% " + " 6 1!

$
同理知道

"! " + "，% " " 6! 1’2&
!1（" : 162&）（" : 62&! ）

，

对应方程（"）、（!）式的解为

! " ! #
$

" 6! 1’2&
!1（" : 162&）（" : 62&!( )）

!

& ’，

’ " 034（ -("% ）
" 6! 1’2&

!1（" : 162&）（" : 62&! ）

其中 ("% " #. & $/ & %0 & (% ，% " #$ + $#（" 6 1 & 1! ）

$

& ’，$ " 5 "

!1
。

7）) " "#91( & 1(! ，! "#!（"#1(）! ，*% " 1(

此时 "! " 5 "，$ " 5 "#1(! ! ，并 且 方 程（"!）

式的解是 % " ! !1(62&*2&
*2! & 5 1(62! &

，于是有

! " ! #
$

! !1(62&*2&
*2! & 5 162!( )&

!

& ’

’ " 034（ -("" ）
!!162&*2&
*2! & 5 1(62! &

其中 *2& 表示模为 1 的椭圆函数（% 8 1 3 "），("" "

#. & $/ & %0 & (% ，% " #$ + $#（"#91( & 1(! ）5 ’，1(

" " 6 1! ! 。

9）) " + !（" : 1(）! ，! " !（" 6 1(）! ，*% "（" :

1(）!

此时 "! " + "，$ " 5 "
"#1(! !

，并 且 方 程（"!）

式的解是 % " *2! & + 1(62! &
*2! & & 1(62! &

，于是有

! " ! #
$

*2! & + 1(62! &
*2! & & 1(62!( )&

!

& ’
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! ! !"#（ ""$% ）
#$% # % &’($% #
#$% # ) &’($% #

其中 "$% ! $* ) %+ ) &, ) "& ，& ! $% ) %-.（$ ’ &’% ）)

/。

(）% %（$ ) &’）% ，’ ! %（$ ’ &’）% ，#& !（$ ) &’）%

此时 (% ! % $，- ! 0 $
$ ’ &’! %

，并 且 方 程（$%）

式的解是 1 ! &’ % /$% #
&’ ) /$% #

，于是有

2 ! % .
-

&’ % /$% #
&’ ) /$%( )#

%

) /

! ! !"#（ ""$* ）
&’ % /$% #
&’ ) /$% #

其中

"$* ! $* ) %+ ) &, ) "& ，& ! $% ) %-.（$ ’ &’% ）) /。

$ 3 * 幂函数解

4 ! &，’ ! %，#& ! &。

对应的 (% ! % $，- ! $，方程（$）、（%）式的解为

2 ! % .
#

) /，! !
!"#（ ""$+ ）

#
其中 "$+ ! $* ) %+ )（$% ) /）, ) "& 。

% 结论和讨论

通过选择函数变 换，把 求 解 问 题（$）、（%）式 转

化 为 求 解 椭 圆 方 程 问 题，得 到 了 % ’ $ 维

,-./01234!/ 方程的一些新的显式解，通过这些新解

也许有助于人们更深入地认识某些光学现象等。当

然，由 于 方 程（ $%）式 还 有 一 些 其 他 形 式 的 显 式

解［5］，所以还可以得到方程（$）、（%）式的 另 外 一 些

解。
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