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广义拟补问题的迭代算法及其收敛性分析
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摘! 要：通过改变变量法建立了一类广义拟补问题与 E7’/’.FG,(2 方程的等价关系。运用该等价关系，研究了广义

相补问题的迭代算法以及收敛性分析，推广了文献中的相应结果。
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! ! 众所周知，相补问题在数学、物理、优化理论、控

制论、工程学的不同领域有着广泛的应用。许多新

的方法、技巧用于讨论的相补问题的解的问题，譬如

投影算法；改变变量法（E7’/’.FG,(2 方程法），&(17=F
=7/5 法等［K S T］。不过实践表明，用改变变量技巧的

迭代算法比其他技巧更有效。本文就是运用 E7’F
/’.FG,(2 方程法改变变量的技巧来研究相补问题，

该思想可追朔到 B,/ U,V4,;’/［$］，后来 W0.0’ 0/A
8,,.［D，X］修正了该方法并且讨论了一些相补问题的

迭代算法。本文通过改变变量法建立了一类广义相

补问题与 E7’/’.FG,(2 方程的等价关系。运用该等

价关系，研究了广义相补问题的迭代算法以及收敛

性分析，推广了文献［K S *］中 8,,. 的某些结果。

K! 预备知识

令 ! 为实 G71P’.= 空间，〈·，·〉，"·"分别表

示 ! 的内积和范数。设 .# ! 为一闭锥，.! 表 . 的

共轭锥，即 .! / ｛0$ ! Y〈0，1〉% #，&1$ .｝。

定义 K! 给定非线性映象 2，#，- Y !’ !，考虑

下面问题：求 0$ !，使得

-（0）$ .，20 3 #0$ .!，〈-（0），20 3 #0〉/ #
（K）

问题（K）式称为广义非线性拟补问题。

若 - / 4（恒等映象），则问题（K）式退化为：求 0
$ .，使得

20 3 #0$ .!，〈0，20 3 #0〉/ # （"）

问题（"）式称为广义非线性相补问题，8,,. 在文献

［"］中讨论过。

若 # / #，则问题（K）式退化为：求 0$ !，使得

-（0）$ .，20$ .!，〈-（0），20〉/ # （*）

问题（*）式称为非线性隐补问题，8,,. 在文献［K，

*］中讨论过。

若 - / 4，# / #，则问题（K）退化为：求 0$.，使
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得

!"$ #!，〈"，!"〉$ ! （"）

问题（"）式称为非线性相补问题。该问题及应用在

很多文献均讨论过［"，#，$ % %!］。

定义 &［%&，%’］( 给定非线性映象 !，&，’ ) (’ (，

考虑下面问题：求 )$ (，使得

!（!’*%+#) , &’*%+#)）, -#) $ ! （#）

即 ) $ +#) * !（!’*%+#) , &’*%+#)），则方程（#）式称

为广义 *+,-,./0123 方程。

其中 -#) $ . * +#)，’
*% 存在，. 为恒等映象，+#)

为 ( 到 # 上的投影。

若 ’ $ .，& $ !，求 )$ (，使得

!!+#) , -#) $ ! （4）

则方程（4）式称为 *+,-,./0123 方程［%"］。

定义 ’［&］( &"%，"& $ (，! ) (’ ( 被称之为强

单调，如果存在常数" / !，使得〈!"% * !"&，"% * "&〉

% """% * "&"
&。

定义 "［&］( &"%，"& $ (，! ) ( ’ ( 被称之为

5+2678+9: 连续，如果存在常数 # / !，使得

"!"% * !"&"( #""% * "&"。

下面通过改变变量的技巧讨论相补问题（%）式

与不动点问题的关系。该技巧是借助于 ;11.［$，%%］ 的

思想。

首先，问题（%）式可改写为如下形式：求

"$(，0 $ ’（"）$#，1 $ !" , &"$#!，〈0，1〉$ !（<）

其次，定义 "的绝对值 2 " 2 $ ", , "*；其中 ", $
6=2（!，"），"* $ > +-3（!，"）由此有

" $ ", * "*，〈",，"*〉$ ! （$）

因此 ", $ 2 " 2 , "
& ，"* $ 2 " 2 * "

& ，接下来考虑变量

的改变

0 $ ’（"）$ 2 ) 2 , )
& $ ), $ +#) （?）

1 $ 2 ) 2 * )
&!

$ !*%)* $ !*%（), * )）$ !*%（+#) * )）（%!）

其中，常数 ! / !。可以证明问题（%）等价于不

动点问题（即广义 *+,-,./0123 方程），求 ) $ (，使

得 ) $ +#) * !（!’*%+#) , &’*%+#)），令

3（ )）$ +#) * !（!’*%+#) , &’*%+#)），

则 ) $ 3（ )）为不动点问题。其中

’（"）$ +#)，" $ ’*%（+#)）
于是有如下引理。

引理%( 设#为0+@A,.9空间中的闭凸锥，’是非

奇异的，广义拟补问题（%）式有解 " $ (，当且仅当

*+,-,./0123 方程（#）式有解 ) $ (，其中 ’（"） $
+#)，) $ ’（"）* !（!" , &"）。

证明 ( 必要性。由（?）、（%!）式立即可以得出。

充分性。令 " $ ( 是问题（%）式的解，即问题

（<）式的解，由于 ’（"）$ +#)，因此，

1 $ !" , &" $ !’*%+#) , &’*%+#)。
由（%!）式知 1 $ ! *%（+#) * )），所以，) $ +#) *

!（!’*%+#) , &’*%+#)），即

) $ +#) * !（!" , &"），

所以 )$ ( 是 *+,-,./0123 方程（#）的解。 证毕

&( 主要结论

在引理 % 中，借助改变变量的技巧，得到相补问

题（%）式与不动点问题，即 *+,-,./0123 方程（#）式

的等价关系

’（"）$ +#（ )），) $ ’（"）* !（!" , &"）

该等价关系是非常有用的，利用它可以讨论迭

代序列解的逼近问题。于是，得到下列算法。

算法%( 给定 )!$(，由下列迭代算法计算序列

｛)4｝
’（"4）$ +#（ )4）

)4,% $ ’（"4）* !（!"4 , &"4），4 $ !，%，&⋯。

若 ’ $ .，即 0 $ " $ ), ，则算法 % 退化为算法 &。

算法&( 给定 )!$(，由下列迭代算法计算序列

｛)4｝
)4

, $ +#（ )4）

)4,% $ )4
, * !（!)4

, , &)4
, ），4 $ !，%，&⋯。

若 & $ !，则算法 % 退化为算法 ’。

算法’( 给定 )!$(，由下列迭代算法计算序列

｛)4｝
’（"4）$ +#（ )4）

)4,% $ ’（"4）* !!"4，4 $ !，%，&⋯。

若 & $ !，’ $ .，则算法 % 退化为算法 "。

算法"( 给定 )!$(，由下列迭代算法计算序列

｛)4｝
)4

, $ +#（ )4）

)4,% $ )4
, * !!)4

, ，4 $ !，%，&⋯。

注 ( ;11. 在文献［&］中讨论过算法 &，在文献

［’］中讨论过算法’，在文献［$］中讨论过算法"，所

以算法 % 是以上各种算法的推广。

下面讨论算法 % 的收敛性分析。

定理 %( 令映射 !，’ ) (’ ( 均为强单调（单调

常数分别为 " / !，$ / !）和 5+2678+9: 连续（5+26/
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!"#$% 常数 分 别 为 ! ! &，" ! &），" ’ # ’ # 为

(#)*!"#$% 连续（(#)*!"#$% 常数为 # ! &），如果满足

$ $ % $ # % &#
!+ $ #+ (

（% $ # % &#）+ $（!+ $ #+）（+& $ &+! ）

!+ $ #+

% $ # % &# ! （!+ $ #+）（+& $ &+! ） （,,）

其中
&
+ ’ , $ +& % "! + ( ,，则存在 ) $ # 满足

-#./.0123)4 方程（5）式，且由算法 , 产生的序列

｛)*｝强收敛于 )。
证明 6 由算法 ,，有

")*%, $ )*" ’ "+（,*）$ +（,*$,）$ $（-,* $ -,*$,）$
$（",* $ ",*$,）"(",* $ ,*$, $（+（,*）$

+（,*$,））" % ",* $ ,*$, $ $（-,* $ -,*$,）" %
$"",* $ ",*$,"。

由于 - 是强单调和 (#)*!"#$% 连续的，则

",* $ ,*$, $ $（-,* $ -,*$,）"+ (
",* $ ,*$,"

+ $ +$〈-,* $ -,*$,，,* $ ,*$,〉%
$+"-,* $ -,*$,"

+(（, $+$% % $+!+）",* $ ,*$,"
+（,+）

同理，有

",* $ ,*$, $（+（,*）$ +（,*$,））"+ (
（, $ +& % "+）",* $ ,*$,"

+ （,7）

由于 " 是 (#)*!"#$% 连续的，则

"",* $ ",*$,"( #",* $ ,*$," （,8）

由（,+）.（,8）式，有

")* $ )*$,"(（ , $ +$% % $+!! + %

, $ +& % "! + % $#）",* $ ,*$," （,5）

令
&
+ ’ , $ +& % "! +，由 +（,*）’ /0（ )*）以及

/0 是非扩张映象，有

",* $ ,*$," ’
",* $ ,*$, $（+（,*）$ +（,*$,））%（/0（ )*）$

/0（ )*$,））"(",* $ ,*$, $（+（,*）$
+（,*$,））" % "（/0（ )*）$ /0（ )*$,））"(

&
+ ",* $ ,*$," % ")* $ )*$,"

因此，",* $ ,*$,"(
,

, $ &
+

")* $ )*$," （,9）

由（,5），（,9）式，有

")*%, $ )*"(

&
+ % , $ +$% % $+!! + % $#

, $ &
+

·

")* $ )*$," ’ ’")* $ )*$," （,:）

其中 ’ ’

&
+ % , $ +$% % $+!! + % $#

, $ &
+

，由条件

（,,）式知 & ( ’ ( ,，由（,:）式可知｛)*｝是一柯西

序列，即))$ #，当 *’ ;，有 )* ’ )。
由于 -，"，+，/0 是连续的，以及算法 ,，有

) ’ /0) $ $（-, % ",）’
/0) $ $（-+$,/0) % "+$,/0)）$ #。

于是满足-#./.0123)4方程（5）式，且 )*’ )。该

定理得证。 证毕

关于算法 +、算法 7、算法 8 的收敛性分析类似

讨论。
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