
书书书

! "##$ 年 % 月 重庆师范大学学报（自然科学版） &’() "##$
第 "* 卷 第 * 期 +,-./01 ,2 34,/567/5 8,.901 :/7;’.<7=>（80=-.01 &?7’/?’ @A7=7,/） B,1) "* 8,) *

一类特殊连通图的最大亏格的下界
!

盛 秀 艳

（聊城大学 数学科学学院，山东 聊城 "C"#C%）

摘! 要：主要考虑了一些特殊连通图（即含有 !"型点或!"型对点的连通图）的最大亏格的下界，得到了 D
* !（#）是一

些特殊连通图的最大亏格的下界。
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D! 预备知识
设 # .（/，&）是一个连通图，/（#）和 &（#）分

别表示 #的点集和边集，#的最大亏格记为 "0（#），
是指 #所有可 ""胞腔嵌入的定向曲面的最大者。这
里曲面是指一个连通紧致的二维闭流形。由@-1’.公

式易得 "0（#）" !（#）[ ]"
。这里，!（#）. 1 &（#）1 2

1 /（#）1 3 D 称为 #的圈秩数（或 E’==7 数），［4］表

示不超过 4的最大整数。如果 "0（#）. !（#）[ ]"
，则

图 #称为上可嵌入。令 5是连通图 #的一棵生成树，
如果 6有奇数条边，# 2 &（5）的一个连通分支 6称
为奇度分支；否则，6称为偶度分支。记号 #（#，5）表
示 # 2 &（5）中所有奇度分支的个数，称 #（#） .
97/

5
#（#，5）为 #的 E’==7亏数，这里 97/取遍 #的所

有生成树，若 #（#，5）. #（#），则称 5 为最优生成
树。由定义，对 # 的任意支撑树 5，均有 !（#）#

#（#，5）##（#）（9,A"）。又设 7$ &（#）为图 # 的
一个边子集，记号 # 2 7表示从 #中去掉边子集 7后
所得到的图，记号 8（# 2 7）及 9（# 2 7）分别表示# 2
7的所有连通分支数及 # 2 7的具有 E’==7数为奇数
的所有连通分支数。

文献［D］，［"］用 #（#）和 !（#）给出了一个图
的最大亏格表达式。

引理 D［D，"］! 设 # 为图，则（"）"0（#） .
!（#）2 #（#）

" ；（#）#是上可嵌入的当且仅当 #（#）"D。

定理 D［*］! 设 #为图，则 #（#）. 90P
7$&（#）
｛8（# 2

7）3 9（# 2 7）21 7 1 2 D｝。
在图的最大亏格的研究中，一个重要的问题是

给出最大亏格的较好下界。文献［J］，［C］中利用边
连通度和点连通度给出了最大亏格的下界。

引理 "［J，C］! 设 #为 ""边连通或 *"边连通简单
图，且图 # 的最小度 $（#）% *，则 "0（#）%
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#$%&’在文献［(］"［)］中证明了 "#边连通图
（可以含有重边或环）的下界，从而解决了 *+,& 在
!--( 年提出的问题。本文对特殊的连通图（即含有
$#型点或!#型对点的连通图）的最大亏格进行了
研究。下面先介绍两种运算：从图!中删去$#型点%
及其关联的边，然后连接 &’，称为删去 $#型点 %；从
图 !中删去!#型对点（(，)）及其关联的边，然后连
接 &’，称为删去!#型对点（(，)）。
在删去 $#型点 %的运算中，由于 !的任意一棵

最优生成树都含有边 &%、’%，因此 !
｛*｝的所有连通分

支数恰好比

!
｛*｝
+（,）多 !，即 "（!）- " !

｛*( )｝ . !，又

!（!）- ! !
｛*( )｝ . !，从而由 .$/,0 公式，#/（!） -

#/
!
｛*( )｝。
同理，从图 !中删去 !#型对点（(，)）的运算，

也不改变图的最大亏格。

由上可以看出，如果把!#型对点（(，)）看成一
个新的顶点，则它是+二度顶点。若把$#型点%上的
环去掉，则得到一个二度顶点。删去 $#型点 %和!#
型对点（(，)）的运算与删去二度点的运算类似，称
为广义的删去二度点的运算。

12 主要结论及其证明
定理12 设!为连通图，%为!的$#型点，!!为

由 ! 去掉 % 所得图，则 #/（!）0 ! " #/（!!）"
#/（!）。
证明 2 设 ,是 !的最优生成树，见如图 !。则有

&%& ,，%’’ ,（或%’& ,，&%’ ,）和 &%& ,，%’&
,两种情况：

图 !2 $#型点 %

!）设 &%& ,，%’’ ,，则 *，%’在 !
, 的连通分支

1，显然 1 与 1
｛*，%’｝的奇偶性相同，故 "（!） -

"（!!），又 !（!!） - !（!）0 1，从而 #/（!!） -
#/（!）0 !；

1）设 &%& ,，%’& ,，则树 ,! - ,
｛&%，%’｝不

是 !! 的生成树，但 ,! 包含在 !! 的某最优生成树
中，因为 &，’中必然有一点不在 ,! 中，不妨设 ’ ’
2（,!），故 3!’必有一条边 *与 ,! 共同构成 !! 的

最优生成树，设 3!’在
!
, 的连通分支 1 中，若 1 为

偶，则
1
* 为 !! 的奇连通分支，所以此时有 "（!）-

"（!!），又 !（!!） - !（!）0 1，从而 #/（!!） -

#/（!）0 !；若 1为奇的，则 1
* 为 !! 的偶连通分支，

此时 "（!!）- "（!）0 1，又 !（!!）- !（!）0 1，从
而 #/（!!）- #/（!）。 证毕

推论!2 设!为连通图，%为!的$#型点，!!为
由 !去掉 %所得图，且 !! 为 1#连通不含 $#型点和

!#型对点的图，则 #/（!）% #/（!!）%
!
" !（!）0

1
" 。

定理 "2 设 !为连通图，｛(，)｝为 !的!#型对
点，!! 为由 !去掉｛(，)｝所得图，则 #/（!）0 ! "
#/（!!）" #/（!）。
证明 2 设 , 是 ! 的最优生成树，如图 1。则有

(&，*! & ,，)’，*1 ’ ,，或者 (&，)’& ,，*!，*1 ’ ,或
者 (&，*!，)’& ,这 " 种情况：

图 12 !#对点｛(，)｝

!）若 (&，*!&,，)’，*1’,，则 )’，*1在
!
, 的连通

分支 1中，显然 1与 1
)’，*1
的奇偶性相同，从而 "（!）

- "（!!），又 !（!!）- !（!）0 1，从而 #/（!!）-
#/（!）0 !。

（下转 3) 页）
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基于初值修正的非等距灰色预测模型
!

王 丰 效

（陕西理工学院 数学系，陕西 汉中 C"*###）

摘! 要：对非等间距灰色模型的预测精度进行了分析，表明初值的选取对模型的精度有重要的影响，进而提出了两
种修正初值的方法来提高模型预测精度，得到了一类改进的灰色预测模型。最后给出了一个应用实例，结果表明，

该改进模型具有较高的预测精度。

关键词：灰色模型；初值；预测精度；非等间距
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! ! 灰色系统是指部分信息已知部分信息未知的系
统。社会经济、工业、农业、生态等系统中广泛存在

着灰色系统。自 E%U" 年邓聚龙教授创立灰色系统
理论以来，灰色系统理论得到了广泛应用，并取得了

显著效果。在灰色系统理论的应用中预报或预测已

成为灰色系统理论的一个最活跃领域。对于等间距

的 VK（E，E）模型已经进行了广泛深入的探讨，取得
了丰富的成果。然而，在实际应用时所获取的原始

数据可能是不完备的，可能缺少部分原始数据，因而

出现非等距的情况。文献［E］提出了一种非等距的
灰色预测方法，该方法利用原始数据序列拟合一条

比较理想的逼近曲线，据此建立离散预测模型。文

献［"］通过在对原始数据序列的一次累加生成时将
序列的间距作为乘子，采用和 VK（E，E）模型相同的
方法建立了非等间距灰色预测模型。由于背景值构

造方法是影响预测精度和适应性的关键因素，文献

［*］给出了关于背景值的一个新的计算公式，进而

提出了一类改进的非等间距灰色预测模型。

本文首先对非等间距灰色预测模型的预测精度

进行了分析，说明模型初值的选择对模型的预测精

度也有着重要影响，进而提出了可以提高预测精度

的修正初值的方法。最后，给出了一个应用实例，结

果表明通过初值的修正能够提高预测模型的预测精

度。

E! 非等间距灰色预测模型精度分析

假定非等间距原始数据序列为 .（#）（ /+）W

｛*（#）（/E），*
（#）（/"），⋯，*

（#）（/’）｝，其一次累加生成

序列 .（E）（/+）W｛*
（E）（/E），*

（E）（/"），⋯，*
（E）（/’）｝，

其中 *（E）（/+）W(
+

0 W E
*（#）（/0）)/0，)/0 W /0 X /0 X E（ 0 W E，

"，⋯，’）。
定理 E［"］! 非等间距数据序列 .（#）（/+）的一次

累加生成序列 .（E）（/+）建立白化微分方程：
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!!（"）（ "）
!" # #!（"）（ "）$ $，"&［%，&） （"）

若规定 " $ %" 时，!
（"）（%"）$ !（%）（%"），则响应函数为

&!（"）（%’）$ !（%）（%"）’( )$
# ( ’ #（%’ ’ %"）# $

#，

’ $ "，)，⋯ （)）
还原后模型表达式为

&!（%）（%’ # "）$
"

)%’ # "
（" ’ (#)%’ # "）·

!（%）（%"）’( )$
# ( ’ #（%’ # " ’ %"），’ $ "，)，⋯ （*）

上述模型中参数 #和 $可由下式得到，［#，$］+ $
（(+(）’ "(+)，其中

( $

’**（%)） "

’**（%*） "

’**（%+）













"

，) $

!（%）（%)）

!（%）（%*）

,
!（%）（%+













）

注意到 **（ %’ # "）为 !（"）" （ "）在区间［ %’，%’ # "］的背景

值。背景值可以采用文献［*］的计算公式，也可以
采用传统的背景值计算公式。

从公式（)）或（*）中可以看出：非等间距灰色预
测模型拟合和预测的精度除了取决于常数 #和 $ 之
外，初值的选择对该模型的预测精度也有一定影响。

因此，合理选择初值可以提高模型的拟合和预测精

度。传统的初值选用原始数据序列的第一个数据值

没有理论依据，在运用中会降低模型的建模精度和

预测精度。本文在平方误差最小化的原则下提出了

两种修正初值的方法。

), 初值修正方法
), ", 修正方法 "
假定初值为 !!（%）（%"）（!为待识别参数），代入

（)）可得时间响应函数为

&!（"）（%’）$ !!（%）（%"）’( )$
# ( ’ #（%’ ’ %"）# $

#，

’ $ "，)，⋯ （-）
还原后模型表达式为

&!（%）（%’ # "）$
"

)%’ # "
（" ’ (#)%’ # "）·

!!（%）（%"）’( )$
# ( ’ #（%’ # " ’ %"），’ $ "，)，⋯ （.）

定义如下指标函数

- $(
+

’ $ "
（ &!（%）（%’）’ !（%）（%’））

)

为了确定辩识参数 !，利用指标函数最小化（即误差

平方和达到最小）。令
!-
!!

$ % 可得参数 !的估计值，

有了辩识参数的估计值表达式（/），代入（-）和（.）
就得到了改进的非等间距灰色预测模型。

), ), 修正方法 )
考虑到原始数据序列与时间序列之间具有很强

的相依性，因此在选择初值时，添加时间项 %’，即假

定初值为 !（%）（%"）# !"%" # !)（!" 和 !) 为待识别参

数），代入（)）可得时间响应函数为

&!（"）（%’）$ !（%）（%"）# !"%" # !) ’( )$
# ( ’ #（%’ ’ %"）#

$
#，’ $ "，)，⋯ （/）

同样利用指标函数 - $(
+

’ $ "
（ &!（%）（%’）’ &!（%）（%’））

) 达

到最小确定参数 !" 和 !) 的估计值 &!" 和 &!)（具体计

算公式略），从而得到了另外一种改进的非等间距

灰色预测模型（/）。

*, 应用实例
为了说明本文所建立的灰色组合预测模型的预

测精度，进一步检验对原始数据序列的预测特性和

预测精度，这里选择文献［)］中的一个共同例子，算
例中给出了钛合金疲劳强度岁随温度的变化数据见

表 "。

表 ", 钛合金疲劳强度与温度的关系

温度 "%% "*% "0% )"% )-% )0% *"% *-% *1%

疲劳强度 ./%, %% ..0, .- .*/, "% ."/, "% .%., /% -1/, "% -/0, -% -.*, 1% -*/, -%

, , 这是一个非等间距原始数据序列，由［#，$］+ $
（(+(）’ "(+)，利用数学软件 234536 可得计算结果
为 &# $ %, %%% 71，&$ $ .//, %** -。
首先，初值修正方法 "（即预测模型（-）），由公

式（/）可得辩识参数 ! 的估计值为 &! $ %, 777 *0.，

代入（-）和（.）可得计算拟合结果见表 )。
利用初值修正方法 )（即预测模型（/）），辩识参

数 !" 和 !) 的估计值 &!" $ %, %") 和 &!) $ ’ ", )"-，代
入（/）可得拟合结果见表 )。
, , 下面讨论模型的检验，假定.（ %’）$ !（%）（ %’）’
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表 !" 几种方法的拟合估计值

温度 #$$ #%$ #&$ !#$ !’$ !&$ %#$ %’$ %($

原始数据 )*$! $$ ))&! )’ )%*! #$ )#*! #$ )$)! *$ ’(*! #$ ’*&! ’$ ’)%! ($ ’%*! ’$

文献［!］结果 )*$! $$ ))&! !# )%(! %) )#&! )) )$$! $# ’()! ’) ’*+! $! ’)%! ## ’%&! &(

模型（’）结果 )*$! !& ))&! *! )%*! ’+ )#*! !( ’++! !$ ’()! $! ’*+! $# ’)%! ’+ ’%&! )!

模型（&）结果 )*$! #( ))&! ’) )%*! #’ )#*! ’# ’++! +! ’()! ’$ ’*+! $! ’)%! %& ’%&! )$

"#（$）（$%）为模型残差，&
（$）（$）的均值和方差分别为*# ,

#
’(

’

% , #
#（$）（$%）和 (!# ,

#
’ (

’

% , #
（ #（$）（ $%）- *#）

!，而残差的

均值和方差分别为 *) , #
’(

’

% , #
)（$%）和 (!! ,

#
’ (

’

% , #
（)（$%）

-*)）!。称 * ,
(!
(#
为均方差比值，+ , ,（ . )（$）-*) . /

$! *&’ )(#）称为小误差概率。关于模型精度检验等
级见文献［!］的表 !。
为了比较组合预测模型的预测精度和单项预测

模型之间的好坏，分别计算各种预测方法的平均相

对误差、均方差比值、小误差概率，计算结果为：文献

［!］方法的平均相对误差、均方差比值、小误差概率
为 $! $$% #、$! %)、$! +)，模型（’）方法的平均相对误
差、均方差比值、小误差概率为 $! $$! &、$! %%、$! +*，
模型（&）方法的平均相对误差、均方差比值、小误差
概率为 $! $$! (、$! %’、$! +*，结果表明初值修正方法
能够提高预测精度，这两种修正初值模型的精度检

验等级均为一级。

’" 结论
首先对非等间距灰色预测模型的预测精度进行

了分析，说明模型初值的选择对模型的预测精度也

有着重要影响，进而提出了可以提高预测精度的修

正初值的方法。最后，给出了一个应用实例，结果表

明通过初值的修正能够提高预测模型的预测精度!
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