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摘! 要：引入并研究了一类含 !"增生算子的广义线性混合似变分包含组。应用关于 !"增生算子的预解算子技巧和
不动点理论，这类变分包含组解的存在性得到了证明。本文同时提出了一种新的迭代算法来计算这类变分组的近

似解，并研究了这类算法的收敛性。本文所得结果是新的，并推广和统一了近期文献中的一些相关结论。
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! ! 变分包含是传统的变分不等式的重要推广，其在物理学、优化及控制、非线性规划、经济学等许多领域都
有重要应用。因此，近年来多种开工的变分包含被推广和研究［% S %%］。在近期的文献［%］中，方和黄引入了一
类称为 !"增生算子的广义增生算子，其为 1"增生算子、经典的增生算子、!"单调算子和极大单调算子提供
了一致的框架［"，%#，%%］。利用关于 !"增生算子的预解算子技巧，他们讨论了一类变分包含。
本文引入并研究了一类新的含 !"增生算子的广义非线性混合似变分包含组。应用关于 !"增生算子的

预解算子技巧和不动点理论，这类变分包含组解的存在性得到了证明。同时提出了一种新的迭代算法来计算

这类变分组的近似解，并研究了这类算法的收敛性，推广了一些已知的关于变分包含的结果和算法［+ 2 $］。

%! 预备知识
令 ’是实的 D101(5空间，其范数和对偶分别记成"·"与 ’!，〈·，·〉为 ’与 ’! 间的广义对偶对。又

设 "’ 表示 ’的所有非空子集组成的集族，3是 ’上的恒等映射。广义对偶映射 4- T ’# "’! 定义为对$5%
’，有 4-（5）6｛7! % ’! T〈5，7!〉6 "5"-，"7!" 6 "5"-8%｝。这里 - 9 %是一常数。特别地，4" 是通常的

! 收稿日期："##$J #$J "U

资助项目：国家自然科学基金资助项目（9-) %#+E%%%*）；重庆市科委自然科学基金资助项目（9-) "##FDD"#HE）

作者简介：张旭（%HEUJ），女，四川南充人，硕士研究生，研究方向为生物数学及泛函分析。



正规对偶映射。显然，!" 是单值的当且仅当 #! 是严格凸的。在下文中，除非特别声明，令 # 是一个满足 !" 的
单值的实的 !"#"$%空间， 是一个 &’()*+,空间。如果 # $ ，那么 !- 就为 中的恒等映射。

设 #是 !"#"$%空间。#称为一致光滑的，若它的光滑模 !#（"）$ ./0｛1-（"% & ’" & "% ( ’" ( 1）2

"%" &1，"’"& "｝满足(’3
"#4

!#（"）
"

$ 5。由文献［1-］知，#是一致光滑的，当且仅当 !"是单值的且在 #的

有界子集上一致连续。对实数 1 ) *& -，!"#"$%空间 #称为 "一致光滑的，如果 !#（"）& +""，$" , 5，其中

+ , 5是常数。由文献［16］可知，对 &’()*+,空间 ，!（"）$（1 & "-）
1
- ( 1，故 是 -一致光滑的。7/在文献

［6］中，已给出了 "一致光滑 !"#"$%空间的如下表征。
引理 18 设 #设是实的一致光滑 !"#"$%空间，那么 #是 "一致光滑的，当且仅当存在常数 -" , 5，使得

对于任意 %，’% #，有"% & ’"" &"%"" & "〈’，!"（%）〉& -""’"" 成立。

下面引入一些后面要用到的内容。

定义 1［1］8 令 .，/ 2 ## #是两个单值算子。.被称为
1）增生的，如果〈.% ( .’，!"（% ( ’）〉’ 5，$%，’%#成立；
-）严格增生的，如果〈.% ( .’，!"（% ( ’）〉’ 5，$%，’%#成立，而且等号成立，当且仅当 % $ ’成立；
6）强增生的，如果存在常数 0’ 5，使得〈.% ( .’，!"（% ( ’）〉’ 0"% ( ’""，$%，’%#成立；
9）相对于 /强增生的，如果存在常数 # , 5，使得〈.% ( .’，!"（/（%）( /（’））〉’ #"% ( ’""，$%，’%

#成立；
:）;’0.$%’,<连续的，如果存在常数 1 , 5，使得".% ( .’"& 1"% ( ’"，$%，’%#成立。
定义 -［1］8 多值算子 2 2 ## -# 被称为

1）增生的，如果对于$%，’%#，有〈3 ( 4，!"（% ( ’）〉’ 5，$%，’%#，3% 2（%），4% 2（’）成立；
-）56增生的，如果2是增生的，而且对于任意 $ , 5，（ 7 & $2）（#）$ #都成立。这里 7表示 #上的恒等
映射。

注 18 如果 # $ ，那么由定义 1和定义 -，可以得到相应的单调、严格单调、强单调、相对于 /强单调，
以及极大单调的定义。

定义 6［1］8 令 / 2 ## #是单值算子，2 2 ## -# 是多值算子，称 2是 /6增生的，如果 2是增生的，且
对于任意 $ , 5，（/ & $2）（#）$ #成立。
注 -8 如果 / $ 7，那么定义 6退化为 56增生算子的定义；如果 # $ ，/ $ 7，那么定义 6就退化为极

大单调算子的定义。

定义 9［1］8 令 / 2 ## #为严格增生算子，2 2 ## -# 为 /6增生算子。关于 /和 2的预解算子 8/
2，$ 2 #

# #定义为：8/
2，$（3）$（/ & $2）(1（3），$3% #。

定理 1［1］8 令 / 2 ## #为关于常数 0的强增生算子，2 2 ## -# 为 /6增生算子。那么预解算子 8/
2，$ 2

## #关于常数 1
0 ;’0.$%’,<连续，即"8/

2，$（3）( 8/
2，$（4）"&

1
0 "3 ( 4"，$3，4% #。

-8 主要结论
本节首先引入了 !"#"$%空间中一类含 /6增生算子的广义非线性混合似变分包含组。进而，提出了一种

新的迭代算法，并证明了这类算法产生的迭代序列，强收敛到这类广义非线性混合似变分包含组的解。

令 /，.，9 2 ## #为单值算子，2，: 2 ## -# 为两个多值算子。又令 ; 2 ## #为强增生单值算子。考虑
如下广义非线性混合似变分包含组问题：求（%，’）% # < #，使得

5 % /;（%）( /;（’）& !（9（’）& 2（;（%））），5 % /;（’）( /;（%）& #（.（%）& :（;（’））） （1）
成立，这里 ! , 5 和 # , 5 为两个常数。
下面给出（1）式的一些特例。
1）如果 /( 7，/6增生算子 2，:退化为 56增生算子，那么（1）式等价于求（%，’）% # < #满足

5 % ;（%）( ;（’）& !（9（’）& 2（;（%））），5 % ;（’）( ;（%）& #（.（%）& :（;（’）））。 （-）
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上式被称为广义非线性混合变分包含组。

!）如果 ! " 是 "#$%&’(空间，! " "，#( $，%( &恒等算子，对于任意 ’% 都有 (（’）" )（’），而
且 * " +，那么（!）式等价于，求 *% 满足 ) ) ) ) ) * % )（*）, #（*） （+）
这里 #是 "#$%&’(空间中的 -.单调算子，这个问题在文献［,］中被讨论过。

+）如果 ! " 是 "#$%&’(空间，# " #$-，$ " #$!，这里 $-，$! . #（!), /）为两个真凸下半连续
泛函，那么（!）式退化为，求（*!，+!）% / 满足

〈!(（+!）, *! 0 +!，* 0 *!〉’ !$-（*!）0 !$-（*），$*% ，

〈")（*!）, +! 0 *!，* 0 +!〉’ "$!（+!）0 "$!（*），$*% ，
（,）

上式被称为广义非线性混合变分不等式组。

,）$- " $! " %1（%1 为非空闭凸子集 2的指示函数），那么（,）式退化为，求（*!，+!）% 2 / 2满足
〈!(（+!）, *! 0 +!，* 0 *!〉’ *，$*% 2，〈")（*!）, +! 0 *!，* 0 +!〉’ *，$*% 2 （0）

上式被称非线性变分不等式组，1&’23在文献［0］中讨论过。
0）若 *! " +!，而且 (（’）" )（’），$’%-，则（0）式退化为，求 *! % 2满足〈(（*!），* 0 *!〉’*，$*

% 2。此式即为经典的变分不等式，4(3253667#3在文献［8］中引入并研究。
引理 !)（*，+）% ! / !为（-）式的解，当且仅当，（*，+）% ! / !使得

%（*）" 3-
#，!［-（%（+））0 !(（+）］，%（+）" 3-

$，"［-（%（*））0 ")（*）］，
成立，这里 3-

#，!（’）"（- , !#）0-（’），$’% -，3-
$，"（’）"（- , "$）0-（’），$’% -，! 4 *，" 4 *为两个

常数。

此引理可由 3-
#，! 和 3-

$，" 的定义直接得到。

算法 -) 对于任意给定的 ** % !，+* % !，由以下迭代过程计算序列｛*5｝，｛+5｝：
) ) ) *5,- " *5 0 %（*5）, 3-

#，!［-（%（+5））0 !(（+5）］，

+5,- " +5 0 %（+5）, 3-
$，"［-（%（*5））0 ")（*5）］，5 " *，-，!，⋯

（8）

这里的 ! 4 * 和 " 4 * 为两个常数。
定理 !) 令 !为 6一致光滑 93:367空间，% . !# !分别关于常数 &，’强增生和 ;#5<67#(=连续。又令 (，

) . !# !分别关于常数 ((，();#5<67#(=连续，而且 (，) . !# !相对于 %分别关于常数 )(，)) 强增生。再令

- . !# !分别关于常数 7和 *是强增生和 ;#5<67#(=连续的。设#，$ . !# !! 为 -.增生算子。如果存在常数
! 4 *，" 4 *，满足

* 8（- 0 6& , 96’
6）

-
6 , -

7 ’（- 0 67 , 96*
6）

-
6 , -

7（’
6 0 6")) , 96"

6()）
-
6 8 - （>）

和

* 8（- 0 6& , 96’
6）

-
6 , -

7 ’（- 0 67 , 96*
6）

-
6 , -

7（’
6 0 6!)( , 96!

6((）
-
6 8 - （?）

那么存在（*!，+!）% ! / !为（-）式的解。而且，算法 - 产生的序列｛*5｝，｛+5｝分别强收敛到 *!，+!。
证明 ) 由算法 - 和定理 -，可得

"*5,- 0 *5" " "*5 0 %（*5）, 3-
#，!［-（%（+5））0 !(（+5）］0 *50- , %（*50-）0 3-

#，!［-（%（+50-））0 !(（+50-）］"&
"*5 0 %（*5）0 *50- , %（*50-）" , "3-

#，!［-（%（+5））0 !(（+5）］0 3-
#，!［-（%（+50-））0 !(（+50-）］"&

"*5 0 %（*5）0 *50- , %（*50-）" , -
7 "-（%（+5））0 !(（+5）0-（%（+50-））, !(（+50-）"&"*5 0 %（*5）0 *50- , %（*50-）" ,

-
7 "-（%（+5））0 -（%（+50-））0 %（+5）, %（+50-）" , -

7 "%（+5）0 %（+50-）0 !(（+5）, !(（+50-）" （@）

因为 %分别关于常数 &，’强增生和 ;#5<67#(=连续，由引理 - 可得
"*5 0 %（*5）0 *50- , %（*50-）"

6 " "*5 0 *50-"
6 , 96"%（*5）0 %（*50-）"

6 0
6〈%（*5）0 %（*50-），:6（*5 0 *50-）〉&（- 0 6& , 96’

6）"*5 0 *50-"
6 （-*）

因为 -分别关于常数 7和 *是强增生和 ;#5<67#(=连续的，%关于常数 ’是 ;#5<67#(=连续，应用引理 - 可得
"-%（+5）0 -%（+50-）0 %（+5）, %（+50-）"

6 " "%（+5）0 %（+50-）"
6 , 96"-%（+5）0 -%（+50-）"

6 0 6〈-%（+5）0
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!"（#$%!），&’（"（#$）% "（#$%!））〉&（! % ’( ) *’!
’）""（#$）% "（#$%!）"

’ & "’（! % ’( ) *’!
’）"#$ % #$%!"

’ （!!）
因为 +关于常数 #+"#$%&’#()连续，相对于 "关于常数 $+ 强增生，并且 "关于常数 "是 "#$%&’#()连续，于是由
引理 ! 可得
""（#$）% "（#$%!）% %+（#$）) %+（#$%!）"

’ , ""（#$）% "（#$%!）"
’ ) *’%’"+（#$）% +（#$%!）"

’ %
’%〈+（#$）% +（#$%!），&’（"（#$）% "（#$%!））〉&（"

’ % ’%$+ ) *’%
’#+）"#$ % #$%!"

’ （!*）
根据（+）-（!*）式，可得

".$)! % .$"&（! % ’& ) *’"
’）

!
’".$ % .$%!" ) !

(［"（! % ’( ) *’!
’）

!
’ )（"’ % ’%$+ ) *’%

’#+）
!
’］"#$ % #$%!" （!,）

类似地，可得

"#$)! % #$"&（! % ’& ) *’"
’）

!
’"#$ % #$%!" ) !

(［"（! % ’( ) *’!
’）

!
’ )（"’ % ’’$/ ) *’’

’#/）
!
’］".$ % .$%!" （!-）

现由（!,）、（!-）式可推得

".$)! % .$" )"#$)! % #$"&（! % ’& ) *’"
’）

!
’ ) !

( "（! % ’( ) *’!
’）

!
’ ) !

(（"
’ % ’’$/ ) *’’

’#/）
!{ }’ ".$ % .$%!" )

（! % ’& ) *’"
’）

!
’ ) !

( "（! % ’( ) *’!
’）

!
’ ) !

(（"
’ % ’%$+ ) *’%

’#+）
!{ }’ "#$ % #$%!" )

(（".$ % .$%!" ) "#$ % #$%!"） （!.）

这里 ( , {/01 （! % ’& ) *’"
’）

!
’ ) !

( "（! % ’( ) *’!
’）

!
’ ) !

(（"
’ % ’’$/ ) *’’

’#/）
!
’，

（! % ’& ) *’"
’）

!
’ ) !

( "（! % ’( ) *’!
’）

!
’ ) !

(（"
’ % ’%$+ ) *’%

’#+）
! }’ （!2）

由（3）、（4）式，可知 5 0 ( 0 !。于是，由（!2）式可知｛.$｝，｛#$｝为 1中的 607(’8列。因此，存在 .!，#!

% 1，使得 .$ # .!（$#) 9）和 #$ # #!（$#) 9）。因为 !，+，/，"，2!
3，%，2

!
4，’ 都是连续的，则

"（.!）, 2!
3，%［!（"（#

!））% %+（#!）］，

"（#!）, 2!
4，’［!（"（#

!））% ’/（.!）］
成立。由引理 *，可得 .!，#! % 1为（!）式的解。 证毕

注 ,: 变分包含组问题（!）式，不但在形式上推广了文献［- ; 2］中的变分包含或变分不等式，而且将讨
论的空间拓宽到了 <0=0&’空间。
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