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关于不定方程组 B!" C *"" D "，"#"" C B#" D %*!
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摘! 要：运用 E’F9-方法得到了不定方程组 B!" C *"" D "，"#"" C B#" D %* 的正整数解的上界。其中 "的上界为 %#%GHG"。
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! ! 在不定方程（组）的研究中，整数解的绝对值的
上界的确定是一个重要的问题，因为一旦知道了这

一上界，从理论上讲，只要把界内的整数代入原方程

（组）一一验算，即可得全部整数解［%*"］。

考虑不定方程组

B!" + *"" , "
"#"" + B#" ,{ %*

（%）

只要能求出其所有的正整数解，即可得到它的一切

整数解。记

- ,｛（!，"，#）. !，"，#" A且满足（%）式｝，
/ ,｛" .（!，"，#）" -｝

如果能求出 /的上界，从理论上说，只要将界内的 "
值代入（%）式中既可求出方程组的全部正整数解。
称 /的上界为方程组（%）式的正整数解的上界。
引理［H**］! 设 !%，!"，⋯，!0 是 0（0# "）个非零

代数数，!（ 1 , %，"，⋯，0）的次数和高分别不超过
2（2# *）和 3（3# *）。若存在整数 4%，4"，⋯，40，满

足 # 5 4% .2!% 6 4" .2!" 6 ⋯40 .2!0 5 9 +"7，其中 #

5 "$ %，7 , 6’S（ 4% ， 4" ，⋯， 40 ），则

7 5（*0"" +%2"0 .23）（"06%）"。

这里所说的代数数 !的次数，不妨设为 (，是指

!满足一个 (次整系数代数方程，而不满足任何低于

(次的整系数代数方程；代数数 !的高，不妨设为 8，

是指 !所适合的整系数不可约多项式 ’9!9 6 ⋯ 6

’%!% 6 ’#中系数 ’:（ : , #，%，⋯，9）的绝对值的最大

值，即

8 , 6’S（ ’9 ，⋯， ’% ， ’# ）。

这个结论是由 E’F9- 证明的，运用此结论，

E’F9-还给出了某些类型的不定方程整数解的绝对

值的上界，这是一个突破性的工作，E’F9- 因此获得

了 %M$# 国际数学家会议的 T49.@:奖，按照 E’F9-的

这种思路来研究不定方程（组）的方法，通常称为

E’F9-方法［J］。

方程组（%）式可化为

HB!" + "*"" , %"
%"#"" + HB#" ,{ G*

（"）
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令 !! " !#，$ " $#，!% " %#，则方程组（"）式变为
!#" & "#$#" " $"
%#" & $"%$#" " &{ &#

即
!" & "#$" " $"
%" & $"%$" " &{ &#

（’）

易知 ()** 方程 !" & "#$" " $ 的基本解由 + ’

!"# 表出；不定方程 !" & "#$" " $"的基本解由 ! ’

!"# 表出。所以，方程 !" & "#$" " $"的所有正整数
解可表为

!( ’ $( !"# "（! ’ !"#）（+ ’ !"#）
(，（(# %）（#）

又因为

!(’$ ’ $(’$ !"# "（!( ’ $( !"#）（+ ’ !"#）
所以有

!(’$ " +!( ’ "#$(
$(’$ " !( ’ +${

(

（+）

其中 ( " %，$，"，⋯，!% " +，$% " $。
不难得出 ()**方程 %" & $"%$" " $ 的基本解由

$$ ’ !$"%表出；不定方程 %" & $"%$" " & &#的基本

解由 ! ’ !$"%或 & ! ’ !$"%表出。所以，方程 %" &
$"%$" " & &# 的所有正整数解可表为

%) ’ $) !$"% "（! ’ !$"%）（$$ ’ !$"%）
) （!）

其中 ) " %，$，"，⋯。或

%) ’ $) !$"% "（ & ! ’ !$"%）（$$ ’ !$"%）
)（,）

其中 ) " %，$，"，⋯。
由（#）式得

!( & $( !"# "（! & !"#）（+ & !"#）
(，（(# %）（&）

（#）&（&）式得

!" "#$( "（! ’ !"#）（+ ’ !"#）
( &

（! & !"#）（+ & !"#）
(，（(# %）

类似地，有

!" $"%$) "（! ’ !$"%）（$$ ’ !$"%）
) &

（! & !$"%）（$$ & !$"%）
)

或

!" $"%$) "（ & ! ’ !$"%）（$$ ’ !$"%）
) ’

（! ’ !$"%）（$$ & !$"%）
)（)# %）

令 $( " $)，得

（! ’ !"#）（+ ’ !"#）
(

!"#
’（!"# & !）（+ ’ !"#）

&(

!"#
"

（! ’ !$"%）（$$ ’ !$"%）
)

!$"%
’（!$"% & !）（$$ ’ !$"%）

&)

!$"%
或

（! ’ !"#）（+ ’ !"#）
(

!"#
’（!"# & !）（+ ’ !"#）

&(

!"#
"

（ & ! ’ !$"%）（$$ ’ !$"%）
)

!$"%
’

（ !$"% ’ !）（$$ ’ !$"%）
&)

!$"%
（$%）

若（!，$，%）" *，则必存在 (，)，使得 $ " $) "
$(，从而必有（-）式或（$%）式成立。因此，如果求得
使（-）式或（$%）式成立的 ( 的上界，就可通过（+）
式求得 $( 的上界，从而得 +的上界。
定理 $. !）若（-）式成立，则 ( " ) " %或 (

, ) , %；"）若（$%）式成立，则 ( " ) " "或 ( ,
)。
证明 . 由（#）式，当 ( " %，$( " $若（-）式成

立，则必有 $) " $。由（!）式易算得当 ) " % 时，$) "
$，且 $) 随 )的增大而增大，故只可能有 ) " %。
当 ( , % 时，由（+）式知，$( , $。此时，若（-）

式成立，则必有 $) , $，由此有 ) , %。记

- "（! ’ !"#）（+ ’ !"#）
(

!"#
，

. "（! ’ !$"%）（$$ ’ !$"%）
)

!$"%
（$$）

则 - , "，. , $，且由（-）式得

- & $
" -&$ " . ’ ,

$%.
&$

于是 - & . " $
’ -&$ ’ ,

$%.
&$ , %，因而有 - , .。这

样，利用（$$）式即得到

（! ’ !"#）（+ ’ !"#）
(

!"#
,（! ’ !$"%）（$$ ’ !$"%）

)

!$"%

（+ ’ !"#）
( ,（! ’ !$"%）!"#

!$"%（! ’ !"#）
（$$ ’ !$"%）

)

(*/（+ ’ !"#）, */ %/ !- ’ )*/（$$ ’ !$"%）
可得 "/ "-"( , & %/ ’,$ ’ ’/ %&&)，即
"/ "-"（( & )）, %/ ,-!) & %/ ’,$ , %，) , %，)" !
所以 ( , )，结论 !）得证。
结论"）的证明与结论!）的类似。 证毕

定理 ". !）若（-）式成立，且 (% ’ ，则 */ -
.

0 $/ %’’’!-&"；"）若（$%）式成立，且 ( # ’，则 */
-
.$

0 $/ %’’’!-&"，这里

.$ "（ & ! ’ !$"%）

!$"%
（$$ ’ !$"%）

)
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证明 ! 若（"）式成立，且 !# #，则由定理 $可
知 "# $，于是由（$$）式知 # $ %$&’，% $ ##，从而

$
# & $

%$&’，
$
% & $

##

则 ! ! % ’ # ( $
% #($ ( (

$’%
($ $

# ( $
% ) %$&’ ( (

$’ ) ## $ # ( $
)*

故 %($ & )*
)*# ( $，且

# ( % & $
% #($ * (

$’%
($ & $

% #($ * (
$’ ) )*

)*# ( $

当 # $ %$&’时，计算知 )*
)*# ( $ & $+ ’’’’$#($。

所以

# ( % & $
% #($ * (

$’ ) $+ ’’’’$#($ & $+ ’###+#($

于是’ & # ( %
# & $+ ’###+#(% & $，根据当’ &

, & $ 时，( ,-（$ ( ,）& , * ,%，得

’ & ,- #
% ’ ( ,-（$ ( # ( %

# ）&

( ,-（$ ( $+ ’###+#(%）&
$+ ’###+#(% *（$+ ’###+#(%）% ’

（$+ ’###+ * $+ ’###+%#(%）#(% & $+ ’###&#(%

于是结论!）成立。
仿照上面的证明过程，易证结论"）。 证毕
定理 #! !）若（"）式成立，则 ’ $ ! & $*#*%，

"）若（$’）式成立，则 % $ ! & $*#*%。

证明 ! 由于 # $ %，及

#
% ’ !$%’（& * !%)）（+ * !%)）

!

!%)（& * !$%’）（$$ * !$%’）
"

若（"）式成立且 !# #，则由定理 %，有

’ & ,- #
% ’ !,-（+ * !%)）( ",-（$$ * !$%’）*

,- !$%’（& * !%)）

!%)（& * !$%’）
& $+ ’###&#(% ’

$+ ’###& ) !%)
& * !

[ ]
%)

%

) $
（+ * !%)）

%!
&

’+ %’*(* ) $
（+ * !%)）

!
& ’+ %’*(* ) $

.!
& . (!

令 !$ ’ + * !%)，!% ’ $$ * !$%’，

!# ’ !$%’（& * !%)）

!%)（& * !$%’）
，!# - ’ !$%’（& * !%)）

!%)（ ( & * !$%’）

!$ 和 !%分别满足 ,% ( $’, * $ ’ ’和 ,% ( %%, * $ ’
’。且 ,% ( $’, * $和 ,% ( %%, * $均为整系数不可约
多项式。!# 在四次域上的 # 个共轭根为

.$ ’ !$%’（& ( !%)）
( !%)（& * !$%’）

，

.% ’ ( !$%’（& * !%)）

!%)（& ( !$%’）
，.# ’ !$%’（& ( !%)）

!%)（& ( !$%’）
以这 ) 个代数数为解的方程为

)",) ( %*’,# * $+’,% * +’, * %+ ’ ’
且方程左边为一整系数不可约多项式。

现在应用本文的引理。这里

/ ’ #，0 ’ )，1 ’ %*’，2 ’ /01（!，"，$）’ !
所以 ! ! ! & )#% ) $ ) )%)#[ ],-%*’ （%)#*$）% ’
! ! ! ! ! ! )$+ ) ++[ ]&) )" & $*#*%

再有当! ’ " ’ ’时，（"）式成立，即得到结论!）。
根据以上证明，将 % 换成 %$，且在应用本文的

引理时将 !# 换成 !# -，可证结论"）。 证毕

由 ! & $*#*% 及 !% %)3! ’（& * !%)）（+ *

!%)）
! (（& ( !%)）（+ ( !%)）

!，（!# ’），可得 3

& $’$*#*% 即 3 的上界为 $’$*#*%，则不定方程组

&,% ( )3% ’ %
%’3% ( &4% ’{ $)

的正整数解的上界可得。
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