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摘! 要：根据使得 4(;（! B "）!4(;! B "成立的已有结论，在集合相对代数内部和相对拓扑内部概念的基础上，分别
给出了线性空间中（! B "）#$!!#$ B "和线性拓扑空间中 -4（! B "）!-4! B "成立的条件，从而将 >+-（! B "）!>+-! B
"和 4(;（! B "）!4(;! B "关于内部的结论推广到了相对内部的情形。
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! ! 凸性概念在数学与应用数学的各个领域起着举
足轻重的作用。近年来，文献［%GD］对凸集的核
（>+-9）运算和内部（ 4(;9-4+-）运算进行了详细的研
究，得出了基本而又重要的结论，最近，文献［*］借
助于开集的性质将文献［%GD］的结论在一定程度上
进行了推广。但这些结论是基于代数内部（拓扑内

部）非空的前提，即使是对于凸集，代数内部（拓扑

内部）在很多时候皆为空集，因而将其中的一些结

论推广到相对代数内部（相对拓扑内部）的情形。

由于“任何有限维非空凸集的相对内部是非空

的”［Q］，从而这种推广将使得凸集的内部运算更具

有实际应用价值。

%! 相关定义与记号约定
1为实数域 3上的线性空间，2 为实数域 3 上

的线性拓扑空间。

［3，4］：L｛!3 B（% R !）4：##!#%｝；
［3，4）：L［3，4］S｛4｝；（3，4）：L［3，4）S｛3｝；

! T "：L｛5$1 U 5 L 3 B 4：3$!，4$"｝；
! B 5#：L｛5$1 U 5 L 3 B 5#：3$!｝；

!!：L｛5$1 U 5 L !3：3$!｝，
其中 5#$1，!，"!1，!$3。
定义 %! 设 !为 1的子集，
%）如果对于 !中任意两点 3，4，都有 !3 B（% R

!）4$!（##!#%），则称 !为凸集；

"）如果对于 !中任意两点 3，4，都有 %
"（3 B 4）

$!，则称集合 !为中点凸集。
定义 "! 设 ! 为 1 的子集，如果对于 ! 中任意

两点 3，4，都有 !3 B（% R !）4$!（!$3），则称集合
!为仿射集。另外，称包含 ! 的最小仿射集为 ! 的
仿射包，记作 366!。
注 %! 由于 ! 的仿射包是仿射集，则 366（366!）

L 366!。易知，

366! L｛5 U5 L%
,

$ L%
!$3$，%

,

$ L%
!$ L%，!$$3，3$$!，%#$#,｝。

定义 D! 设 !为 1的子集，如果点 3$!，满足对
任意 *$366! R 3，存在 " V #，使得［3，3 B "*］!!，则
称 3为 !的相对代数内点。!的相对代数内点的全
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体称为 !的相对代数内部，记作 !"#。如果 ! ! !"#，则

称 !为 $的相对代数开集。
显然，"#$!!!"#!!。
定义 %& 设 !为 %的子集，则
’）如果点 &$%，满足对 &的任意一个邻域 ’，!

&’’(，则称 &为 !的接触点。!的接触点的全体
称为 !的闭包，记作 "(!；

)）如果点 &$%，满足存在一个零邻域 (，使得
［（& * (）&"(（&))!）］!!，则称 & 为 ! 的相对拓扑
内点。!的相对拓扑内点的全体称为 ! 的相对拓扑
内部，记作 $+!。如果 ! ! $+!，则称 ! 为 % 的相对拓
扑开集。

显然，+,-!!$+!!!。

)& 预备知识
引理 ’［.］& 设 !!$ 为凸集，*$!"#，&$!，则有

［*，&）!!"#。

引理 )& 设 !!% 为凸集，若 *$$+!，&$"(!，则
有［*，&）!$+!。
为了证明引理 )，首先给出下面几个结论。
引理 /［0］& 设 ! 为 $ 的一个子集，则 ! 为凸集

等价于（! * "）! ! !! * "!，任意的 !，")1。
命题 ’& 设 !，+ 为 $ 的两子集，则以下结论成

立。

’）#（!&+）! #!&#+，#&))! ! &))（#!），任意
的 #$!；

)）（!&+）* ,1 !（! * ,1）&（+ * ,1），,1 为 $
中的一个向量；

/）设 !!+，则对任意的 #$!，有 #!!#+。特
别地，若 ,1$!，则 #,1$#!；

%）设 !!+，则（! * ,1）!（+ * ,1），,1 为 $ 中
的一个向量。

证明& 这些证明都比较简单，这里仅给出结论
)）的证明。
一方面，设 ,$（!&+）* ,1，则存在 -$!&+，

使得 , ! - * ,1。因为 -$!，所以 ,$! * ,1；又因 -$
+，所以 ,$+ * ,1。从而，,$（! * ,1）&（+ * ,1）。

另一方面，设 ,$（! * ,1）&（+ * ,1），则 ,$（!
* ,1）且 ,$（+ * ,1）。所以存在 &$!，.$+，使得 ,
! & * ,1 且 , ! . * ,1。从而 & ! .$!&+，故有 ,$
（!&+）* ,1。 证毕

命题 )& 设 !为 $中的非空子集，,1$!，则 &))!
! #&))! *（’ 2 #）,1，1 3 # 3 ’。
证明& 一方面，由 ,1$!，仿射集亦为凸集以及

引理 / 可得，

#&))! *（’ 2 #）,1!#&))! *（’ 2 #）&))! ! &))!。
另一方面，设 ,$&))!，欲证

,$#&))! *（’ 2 #）,1，1 3 # 3 ’，
则需转证：, 2（’ 2 #）,1$#&))!。因为 ,$&))!，所以

, !%
/

# ! ’
# #&#，%

/

# ! ’
# # ! ’，# #$!，&#$!，’###/。从而有

, 2（’ 2 #）,1 ! # ,
#

* # 2 ’
#

,( )1 !

# %
/

# ! ’
# #

&#

#
*%

/

# ! ’
# #

# 2 ’
#

,[ ]1 !

#%
/

# ! ’
# #

&#

#
* # 2 ’

#
,( )1 。

让 .# !
&#

#
* # 2 ’

#
,1，’###/。由于 ’

#
* # 2 ’

#
!

’，’
#
，
# 2 ’
# $!，所以有 .#$&))!，’# ##/。又由于

%
/

# ! ’
# # ! ’，# #$!，’###/，从而

, 2（’ 2 #）,1$#&))（&))!）! #&))!，
即有 ,$#&))! *（’ 2 #）,1。

综上有 &))! ! #&))! *（’ 2 #）,1，1 3 # 3 ’。
证毕

在证明引理 ) 之前先做两点说明。
’）为书写简便，将相对拓扑内部的定义改述
为，&$$+!，如果存在 &的一个邻域 ’，使得

［’&"(（&))!）］!!。
)）对任意的 &，.$%，任意的 #$!，#’1 以及

&的任意邻域 ’，有 . * #（’ 2 &）为 .的邻域［4］。
证明&（引理 )）设 *$$+!，&$"(!，, ! #* *（’

2 #）&，1 3 # 3 ’。欲证［ *，&）!$+!，只需证明 ,$
$+!。
因为 *$$+!，所以存在 *的一个邻域 ’，使得

［’&"(（&))!）］!!。 （’）

让 0 ! ’
’ 2 #
（, 2 #’），则 0 为 & 的一个邻域。由于

&$"(!，所以存在 &1$0&!’(。由 &1$0，*11$

’，使得 &1 ! ’
’ 2 #
（, 2 #11），从而有 , ! #11 *（’ 2

#）&1。让 2 ! #’ *（’ 2 #）&1，则 2 为 , 的邻域。注
意到 &1$!，!为凸集，由引理 /、命题 ’、命题 ) 以及
（’）式有，

2&"(（&))!）!［#’ *（’ 2 #）&1］&"(（&))!）!
&［#’ *（’ 2 #）&1］&［#"(（&))!）*（’ 2 #）&1］!
［#’&#"(（&))!）］*（’ 2 #）&1!

#［’&"(（&))!）］*（’ 2 #）!!#! *（’ 2 #）! ! !
故有 ,$$+!，从而［*，&）!$+!］，即原命题得证。

证毕
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!" 主要结果
下面借助于文献［#］的方法，从凸性的角度将

关于内部的结论推广到相对内部。

定理 $" 设 !，" 为 # 的两子集。如果 ! 为凸
集，!$%’(且 !$% % " 为中点凸集（或凸集），那么（!
% "）$%!!$% % "。
证明" 设 &$（! % "）$%，则存在 ’$!，($" 使

得 & & ’ % (。
$）若 ’$!$%，则（! % "）$%!!$% % "成立；
#）若 ’+!$%，因为 !$%’(，故存在 )$!$%，则由 !
的凸性与引理 $，有［)，’）!!$%。由于

) ’ ’ & ) % ( ’（’ % (）& ) % ( ’ &$’**（! % "）’ &，
从而 ’ ’ )$’**（! % "）’ &。由于 &$（! % "）$%，所
以对于方向 ’ ’ )$’**（! % "）’ & 而言，存在 ! ( )
充分小，使得［&，& % !（’ ’ )）］!! % "。
让 &$：& & % !（’ ’ )），&#：& & % !（) % ( ’ &），易

知，& &
&# % &$

# ，且 &$$! % "，&#$［) % (，&］&［)，’）

% (，则
&# ’ ($［)，’）!!$%。 （#）

因为 &$$! % "，故存在 ’$$!，($$" 使得 &$ &
’$ % ($；因而，

& &
&# % &$

# &
&# % ’$ % ($ % ( ’ (

# &

$
#

&# ’ ( % ’$

# %( )( %
&# ’ ( % ’$

# % (( )[ ]$ 。（!）

另外，由（#）式及 ’$$!，用引理 $ 得［ &# ’ (，

’$）!!$%，从而
&# ’ ( % ’$

# $!$%。故有

&# ’ ( % ’$

# % (，
&# ’ ( % ’$

# % ($$!$% % "。（*）

由（!）、（*）式及已知 !$% % " 为中点凸集（或凸
集），得 &$!$% % "。
综上可得（! % "）$%!!$% % "。 证毕

定理 #" 设 !，" 为 + 的两子集。如果 ! 为凸
集，+,!’(且 +,! % "为中点凸集（或凸集），那么

+,（! % "）!+,! % "。
证明" 设 &$+,（! % "），则存在 ’$!，($"，使

得 & & ’ % (。$）若 ’$+,!，则 +,（! % "）!+,! % " 成
立；#）若 ’++,!，因为 +,!’(，故存在 )$+,!，则由 !
的凸性与引理 #，有［)，’）!+,!。

另一方面，&$+,（! % "），所以存在零邻域 ,，使
得，［（& % ,）&-.（’**（! % "））］!! % "。由邻域和
仿射集的性质，按方向 ’ ’ )$-.（ ’**（! % "））’ &
（定理 $ 的证明已表明），必存在 ! ( ) 充分小，使得
& % !（’ ’ )）$& % ,，且 & % !（’ ’ )）$-.（’**（! %
"）），从而［&，& % !（’ ’ )）］!! % "。
让 &$：& & % !（’ ’ )），&#：& & % !（) % ( ’ &），易

知，& &
&# % &$

# ，且 &$$! % "，&#$［) % (，&）&［)，’）

% (。同样地，与定理 $ 的证明类似，最后可得 &$
+,! % "。
综上可得 +,（! % "）!+,! % "。 证毕

同样借助于文献［!］的方法，从开闭性的角度
将关于内部的结论推广到相对内部。

定理 !" 设 !，" 为 # 的非空子集，如果 ! 为相
对代数开集即 ! & !$%，那么

（! % "）$%!!$% % "。
证明" 由 ! & !$%便得，（! % "）$%!! % " & !$% %

"。 证毕

定理 *" 设 !，" 为 + 的非空子集，如果 ! 为相
对拓扑开集即 ! & +,!，那么

+,（! % "）!+,! % "。
此定理的证明与定理 ! 的证明类似。
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