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量子散射中格林函数多种围道积分的等价性
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摘! 要：根据数学物理和复变函数论的相关定理，对量子散射理论中计算格林函数（D(::-E;）时的围道积分的多种选

择方式进行了细致的分析，对多样性的选择是否具有等价性的问题进行了认真的论证，得出了该围道积分的多种选

择方式具有等价性的明确结论。

关键词：量子散射；格林函数；玻恩近似；积分围道；极点

中图分类法：FGH"；F%CI 文献标识码：&! ! ! 文章编号：CH$"J HHKI（"##$）#"J###CJ#%

!"# $%&’()*#+,- ."/’,# /0 1+2#34)2’/+ ./+2/&45 ’+ 64##+’5 7&+,2’/+5 ’+ 2"#
8&)+2&9 :,)22#4’+3 !"#/4-

!" #$%&’()%&C，*" !+&,’-.C，/012 3$’4$&C，30 5%&,’-)"

（C) 1+//:3: +0 L2=;5?; .-A M-0+(7.<5+- N:?2-+/+3=，12+-345-3 6+(7./ 8-59:(;5<=，12+-345-3 %###%$；

") 1+//:3: +0 L2=;5?; .-AO.<2:7.<5?;，12+-345-3 8-59:(;5<=，12+-345-3 %###%%，125-. ）

;<524),2：&??+(A5-3 <+ <2: <2:+(= +0 7.<2:7.<5?; ’2=;5?; .-A ?+7’/:P 0,-?<5+- 7:<2+A，<25; .(<5?/: .-./=Q:; <2: ?2+5?: +0 5-J
<:3(.<5+- ?+-<+,(; 5- D(::-’; 0,-?<5+-; 5- <2: 4,.-<,7 ;?.<<:(5-3 <2:+(=，A(.R; <2: ?+-?/,;5+- <2.< <2: ?2+5?: +0 7.-50+/A 5-J
<:3(.<5+- ?+-<+,(; .(: :4,59./:-<)
=#- >/4?：4,.-<,7 ;?.<<:(5-3；D(::-’; 0,-?<5+-；S+(- .’’(+P57.<5+-；5-<:3(.<5+- ?+-<+,(；:P<(:7:’+5-<

! ! 在散 射 问 题 中，对 于 高 能 量 粒 子 的 散 射 问

题［C］，用格林函数（D(::-E;）与玻恩近似求解比较方

便。在质心坐标系中可以化为一个质量为 6 的粒子

在固定势场 7（ 8）中被散射的问题。写出粒子运动的

薛定谔方程
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由于探测散射粒子的检测仪器远离散射靶，研究系

统的散射规律时，只需研究粒子的渐近行为，波函数

表现为入射波与散射波的叠加，一般形式的渐近解

为

#（!）< 1 :5>? ; @（$，%）
:5>8[ ]8

（"）

式中
:5>8

8 为向外传播的散射波，@（$，%）称为散射幅，

>" < "!=
#:" ，" 称为波矢。令 "（!）< "!7（!）A#:"，可由

（C）式得

（"" ; >"）# < "（!）# （I）

把（I）式右端 "（!）# 看成非齐次项，用格林函数方

法［"］ 求解（I）式得到形式解

#（!）< %（!）; $
T

9T
B（! 9 !#）"（!#）#（!#）AI!# （%）

其中 %（!），B（! 9 !#），分别满足下列方程

（"" ; >"）% < # （G）

（"" ; >"）B（! 9 !#）< &（! 9 !#） （H）

%（!）代表波矢为 "，能量为%:">" A "! 的自由粒子的波函

数，可由边界条件决定。因为（G）式相当于（I）式中 "（!）
< #，即7（!）< #，这时没有散射波存在，所以%代表入射
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平面波，! ! !"!·" # !""#。

格林函数$（" % "$）对求解（#）式具有重要意义。虽

然在一些著作［$%%］中对求解 $（" % "$）作了推导，但积

分回路的选择具有多样性，这多样性的选择是否具

有等价性？未见文献资料给出明确的回答。有的甚至

认为［&%%］ 计算结果与积分回路的选择有关。文献

［%］认为人们只对有物理意义的结果感兴趣，把没

有物理意义的结果舍去就是了，这种处理方式从数

理逻辑的角度看显然不够严谨。笔者将证明多样性

的积分回路选择具有等价性，换言之，无论选择何种

积分回路，格林函数具有唯一性。

’( 格林函数的确定

格林函数 $（"，"$）的具体形式可以通过积分回

路求出。将 "（" % "$）与 $（" % "$）作傅立叶变换
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将（-）、（.）式代入（/）式得 ’" ! !!!·"

"$ % "&$，于是
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选用球坐标系，先对角度积分，有
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令 ) ! ( " % "$ ( ，可将（%）式改写为

$（" % "&）! % ’
#!$)" $

*

%*

*（"&）,!$ （’0）

其中 *（"&）! "&!""&)

"& $ % "$。在（%）式的积分路径上存在

两个极点 "& ! + "，均为一阶极点，（%）式中的指数

函数可化为三角函数［’0］，由此可判断（%）式为收敛

积分，一般文献资料都是将 *（"）解析延拓为复变函

数，再设计如图 ’ 所示的 # 种积分回路进行积分，最

后取极限 )& * ，#& 0 求得计算结果。

图 ’( # 种积分回路示意图

( ( 需要说明的是，在极点 "& ! + " 附近，选择小半

圆路径或任意的连续曲线路径积分的结果是相同

的，因为在挖去极点后均变成解析函数的积分，由复

变函数理论［)］，解析函数的积分与极点附近的路径

无关，但选择小半圆路径会使积分更容易计算。对于

图’ 所示的# 种积分回路积分，有关量子理论的文献

资料都是从图’ 中任意选择（1）或者（2）其中一条，

既然可选择（1）或者（2），为什么不可以选择（3）或

者（,）？有关文献资料并未指明哪一条更优越，也未

明确指出 # 种积分回路积分是等价的，本文下面证

明这# 种选择方式是等价的。据图’（1）的围道,’ 可

知
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取极限 )&*，#’ &0，#$ &0，（’’）式左边积分值等

于 $!"()./*（"&），右边第（%）项，由约当引理［-］ 可

知，4"5
)&*$,)

*（"&）,"& ! 0，对于右边第（&）、（’）项计算

如下。对于$,#’ *（"&）,"&，将 *（"&）在 "& ! % " 处展开为

洛朗级数，由于 "& ! % " 是 *（"&）的单极点，于是有

*（"&）! )./*（ % "）
"& - " - 0（"& - "）

其中 0（"& - "）为级数的解析部分，它在 ,#’
上连续

有界，因此
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所以 !"#
!$&%$!!$"（#$ % #）&#$ & ’。
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同 理 ，对 于 $!!) (（ # $ ）& # $ 有 $ !!)
(（ # $ ）& # $ &

$ !!)

)*+(（#）
#$ ’ # &#$ & !")*+(（#），其 中，)*+(（#） &

$
) ("#)。所以，由留数定理可知
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同理，求出图（+）、（,）、（&）的围道积分主值，将- 种

围道积分主值列于表 $。

表 $. - 种围道积分主值表

围道 !$ !) !/ !-

积分主值
$
) "!（("#) % ( ’ "#)）

$
) "!（("#) % (*"#)）

$
) "!（("#) % (*"#)）

$
) "!（("#) % (*"#)）

. . 由此可见，四种围道积分所得到的结果是相同

的。于是求格林函数时，数学上任何一种围道都允许

的。这样由（$’）式给出

,（! ’ !$）& ’ $
0!) - ! ’ !$ - "

"!（("#- !’! $- % (*"#- !’! $- ）&

’ $
0! - ! ’ !$ -（("#- !’!$- % (*"#- !’!$- ） （$)）

). 结果与讨论

$）本文通过推导证明了在量子散射理论中计

算格林函数时，虽然对围道积分有多种选择方式，基

于数学物理问题受唯一性定理的限制，这多种选择

方式是等价的。

)）在一些参考文献资料中，将极点稍微离开实

轴［1’2］，积分回路就可以沿实轴无障碍地通过，形成

闭合回路，然后采用极限方法将极点返回到其原来

位置上，但采用这种方式进行计算时，有的文献［1，0］

采用引入积分主值和色散关系以及 ,（! ’ !$）函数

的方法进行处理，处理过程比较复杂。比较简单的

处理方式是设计如图 ) 所示回路，回路已经选择了

上半平面，则极点的虚部大于零，极点必须包含在闭

合回路的内部，不能将极点设在积分回路的外部。因

为如果将极点设在积分回路的外部，闭合回路内部

均为解析点，积分必为零，没有物理意义。

图 ). 极点包含在回路内部图

对于第一个极点 (（#$）& #$("#$)
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同理对于第二个极点!"#
!)&’

)*+(（# % "!)）& !"#
!)&’

（#$ ’ # ’

"!)）(（#$）& $
) ("#) 最后求得的格林函数 ,（! ’ !$）& ’

$
-!))" $

%

’%

(（#$）&"#仍然为（$)）式。

/）只要波函数的渐近形式满足（)）式，采用一

级或者二级玻恩（3456）近似计算粒子的散射振幅

时，虽然积分回路上有奇点，但积分回路的各种选择

是等价的，计算值与积分回路的选择无关。

-）由（)）式条件的限制，即波函数表现为入射

波与散射波的叠加，这是系统的散射规律即物理条
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件决定的，因此相应的格林函数围道积分只能选择

上半平面的辅助大半圆曲线 !"，不能选择下半平面

的辅助大半圆曲线 !"，否则围道积分将变成发散积

分，使得格林函数的求解变为不可能。
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3，( + ,，-，⋯，’ 和 )(，( + ,，-，⋯，’ 是从 !3 4!2 到 ! 的三次可微函数，*( 和 0(，( + ,，-，

⋯，’ 是半正定矩阵，& +（ &,，&-，⋯，&’），. +（.,，.-，⋯，.’）和 % +（ %,，%-，⋯，%’）。

定理 ,1 （强对偶性）设 ) 从 !3 4!2 到 ! 的三次可微函数且（%!，%-，#!，#.，%/）是（#5）的一个弱有效解，在

（#$）里，! +#! 固定。假设
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其中 )( + )(（%!，%-），( + ,，-，⋯，’，则（%!，%-，#!，%%，%& + "）（#$）的可行解且，（#5）和（#$）有相同的目标值。如果

67(%8 和 9:.%’; 的文章中定理 <4 , 假设成立，则（%!，%-，#!，%%，%& + "）（#$）的一个有效解。

定理 -1 （逆对偶性）设 ) 从 !3 4!2 到 ! 的三次可微函数且（##，%$，#!，%%，%&）是（#$）的一个弱有效解，在

（#5）里，! +#! 固定。假设

,）"-- )(（ ( + ,，-，⋯，’）是正定矩阵且(
’

( + ,
#! (%&(［"! )( 2 *(%%(］+"，

或"-- )(（ ( + ,，-，⋯，’）是负定矩阵且(
’

( + ,
#! (%&(［"! )( 2 *(%%(］)"；

-）向量｛"! ), 2 *,%%, 2"!! ), %&,，"! )- 2 *-%%- 2"!! )-%&-，⋯，"! )’ 2 *’%%’ 2"!! )’%&’｝是线性无关

其中 )( + )(（##，%$），( + ,，-，⋯，’。则（##，%$，#!，#.，%/ + "）（#5）的可行解且，（#$）和（#5）有相同的目标值。如

果 67(%8 和 9:.%’; 的文章中定理 </ , 假设成立，则（##，%$，#!，#.，%/ + "）（#5）的一个有效解。

（责任编辑1 黄1 颖）
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