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!

焦 合 华’，"

（’$ 重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 %###%$；"$ 长江师范学院 数学系，重庆 涪陵 %#(##)）

摘! 要：首先引入了局部不变凸集的概念，在此基础之上，定义了一类新的广义凸函数—半局部 !&次不变凸函数。

并举例说明了它是半局部 !&次凸函数的真推广，从而是熟知的凸函数，!&次凸函数，局部凸函数的推广形式。然后

研究了它的一些重要性质。最后讨论了它在极小化问题中的一些应用。
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! ! 近年来，有不少学者讨论了局部不变集［’&R］。’..# 年，唐焕文等为研究不可微规划的不动点的算法引入

了 !&次凸函数［’］；’.." 年，S2:A P 引入了局部凸函数［"］；’..% 年，杨新民把这两类广义凸函数结合起来，引

入了半局部 !&次凸函数［)］。在此基础上，本文进一步推广，引入了半局部 !&次不变凸函数概念，讨论了这

类新函数的一些性质，并且给出了这类新函数在最优化中的一些应用。

’! 概念与符号

为了方便起见，本文假设 ,"8(，+：,#8，"：8( T8(#8!。

定义 ’［"］! , 称为在 B#$处是局部星形的，若对每个 B，都存在正数 )（B#，B）%’，使得（’ U 7）B# V 7B$,，

# W 7 W )（B#，B），若对 , 上每一点 B，, 在 B 处都是局部星形的，则称 , 为局部星形集。

定义 "［)］! 令 , 在 B#$, 处是局部星形的，称 + 在 B#$, 处是半局部 !A次凸函数，若存在 !$（#，’&，对

每个 B$,，存在正数 #（B#，B）%’，使得

+［（’ U 7）B# V 7B］%（ W ）（’ U 7!）+（B#）V 7!+（B）

其中 # W 7 W )（B#，B）。设 , 为局部星形集，若 + 在 , 上每一点是半局部 !A次凸函数，则称 + 为 , 上半局部 !A
次凸函数。

定义 )! , 称为在 B#$, 处是关于 " 的局部不变凸集，若对每个 B 都存在正数 )（B#，B）%’，使得 B# V 7"
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（!，!!）$"，! " # " $（!!，!）。若对 " 上每一点 !，" 在 ! 处都是关于 ! 的局部不变凸的，则称 " 为关于 ! 的

局部不变凸集。

注 #$ 每一个局部星形集都是关于 !（!，!!）% ! & !! 的局部不变凸集，反之不一定成立。

例 #$ 令 " %（ & ’ ，!）’［#，( ’ ），则易知它是关于 !（!，!!）% !! 的局部不变凸集，但当 !! % #，! % & #
时，（# & #）!! ( #! % # & )#，对任意的 $（!!，!）%#，都存在 ! " # " $（!!，!），使得（# & #）!! ( #! % # & )#("，故它

不是局部星形集。

定义 *$ 令 " 在 !!$" 处是关于 ! 的局部不变凸集，称 % 在 !!$" 处是关于 ! 的半局部 "&次不变凸函

数，若存在 "$（!，#］，对每个 !$"，存在正数 $（!!，!）%#，使得 %［!! ( #!（!，!!）］%（ " ）（# & #"）%（!!）( #"%
（!）。其中 ! " # " $（!!，!）。设 " 为关于 ! 的局部不变凸集，若 % 在 " 上每一点是关于 ! 的半局部 "&次不变

凸函数，则称 % 为 " 上关于 ! 的半局部 "&次不变凸函数。

注 )$ 每一个半局部 "&次凸函数都是关于 !（!，!!）% ! & !! 的半局部 "&次不变凸函数，然而，反之不一

定成立。

例 )$ 令 %（!）
!，!%! 或 ! % #
!，! " ! " # 或 !{ + #

，则 % 是 ! 上关于 !（!，!! ）%
!，!! % #

& #，{ 其他
的半局部 "&次不变凸函数。

但取 ! % !，!! % # 时，对任何 "$（!，#］及任意的 ! " $（!!，!）%#，均存在 ! " # " $（!!，!），使得

%［ #! (（# & #）!!］+ #"%（!）(（# & #"）%（!!）

因此，% 不是 ! 上的半局部 "&次凸函数。

注 ,$ 由以上例子可知，局部不变凸集和半局部 "&次不变凸函数分别是局部星形集和半局部 "&次凸函

数的真推广。

)$ 半局部 "&次不变凸函数的性质

$ $ 定理 #$ 设 " 在 !!$" 处是关于 ! 的局部不变凸集，"$（!，#］，有

#）若 % 在 !!$" 处是关于 ! 的半局部 "&次不变凸函数，则 % 在 !! 处的右方向导数存在，且

"［ %（!）& %（!!）］)% (
’（!!，!（!，!!）），*!$"

)）若 % 在 !! 处的右方向导数存在，且 "［ %（!）& %（!!）］+ % (
’（!!，!（!，!!）），*!$"，则 % 在 !!$" 处是

关于 ! 的半局部 "&次不变凸函数。

证明$ #）由 % 在 !!$" 处是关于 ! 的半局部 "&次不变凸函数知，对*!$"，存在正数 $（!!，!）%#，使

得

%［!! ( #!（!，!!）］%（# & #"）%（!!）( #"%（!），! " # " $（!!，!）

即
%［!! ( #!（!，!!）］& %（!!）

# %"［ %（!）& %（!!）］，! " # " $（!!，!）

令 ##! ( ，得 % (
’（!!，!（!，!!））%"［ %（!）& %（!!）］

)）对*!$"，令 (（ #）%｛%（!!）& %［!! ( #!（!，!!）］｝( "#［ %（!）& %（!!）］则 (（!）% !。由已知可得，( 在 #

% ! 处右方向导数存在，且 -./
##! (

(（ #）& (（!）
# % & % (

’（!!，!（!，!!））( "［ %（!）& %（!!）］+ !。于是，存在正数 $

（!!，!）%#，使得 (（ #）)!，! " # " $（!!，!）。即

%［!! ( #!（!，!!）］%（# & "#）%（!!）( "#%（!），! " # " $（!!，!）

因此，% 在 !! 处是关于 ! 的半局部 "&次不变凸函数。 证毕

定义 0$ 设 )"!* 1!，称 ) 在（!!，#!）$) 处是关于 ! 的局部 "&不变凸集，若对每个（!，#）$)，存在正

数 $（!!，!）%#，使得（!! ( #!（!，!!），（# & #"）#! ( #"#）$)，! " # " $（!!，!）。

定理 )$ % 是 " 上关于 ! 的半局部 "&次不变凸函数的充要条件是 +（ %）%｛（!，#）+ !$"，#$!，%（!）%
#｝，是关于 ! 的局部 "&不变凸集。
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证明! 必要性。对*（!，!），（"，"）$#（ $），即 $（!）%!，$（"）%"，由 $ 是 % 上关于 # 的半局部 $&次不变

凸函数知，存在正数 ’（!，"）%"，使得

$［! # (#（"，!）］%（" $ ($）$（!）# ($$（"）%（" $ ($）! # ($"
其中 % & ( & ’（!，"）。即［! # (#（"，!），（" $ ($）! # ($"］$#（ $）。因此，#（ $）是关于 # 的局部 $&不变凸

集。

充分性。设 #（ $）是关于 # 的局部 $&不变凸集，对*!，"$% 由（!，$（!））$#（ $），（"，$（"））$#（ $）知，存

在 正 数 ’（!，"）%"，使 得［! # (#（"，!），（" $ ($）$（!）# ($$（"）］$#（ $），其 中 % & ( & ’（!，"）。因 此，! #
(#（"，!）$%，且

$［! # (#（"，!）］%（" $ ($）$（!）# ($$（"），% & ( & ’（!，"）

故 $ 是 % 上关于 # 的半局部 $&次不变凸函数。 证毕

定理 ’! $ 是 % 上关于 # 的半局部 $&次不变凸函数当且仅当对任意的 !，"$%，存在正数 ’（!，"）%"，当

$（!）& !，$（"）& " 有 $［! # (#（"，!）］&（" $ ($）! # ($"，% & ( & ’（!，"）。

证明! 必要性。设 !，"$%，$（!）& !，$（"）& "，则由已知条件，存在正数 ’（!，"）%"，使得

$［! # (#（"，!）］%（" $ ($）$（!）# ($$（"），% & ( & ’（!，"）

于是 $［! # (#（"，!）］&（" $ ($）! # ($"，% & ( & ’（!，"）。

充分性。设（!，!）$#（ $），（"，"）$#（ $），则 !，"$%，且 $（!）%!，$（"）%"。

"）若 $（!）& !，$（"）& "，由已知条件知，存在正数 ’（!，"）%"，使得

$［! # (#（"，!）］&（" $ ($）! # ($"，% & ( & ’（!，"）

(）若 $（!）) !，$（"）) "，则对任意 % * %，$（!）& ! # %，$（"）& " # %，由已知条件，存在正数 )（!，"）%"，使

得 $［! # (#（"，!）］&（" $ ($）（! # %）# ($（" # %），其中 % & ( & )（!，"），由 % 的任意性，上式即为

$［! # (#（"，!）］,（" $ ($）! # ($"，% & ( & )（!，"）

’）若 $（!）) !，$（"）& " 或 $（!）& !，$（"）) "，类似于 (）的讨论知，存在 *（!，"）%"，使得

$［! # (#（"，!）］%（" $ ($）! # ($"，% & ( & *（!，"）

综合 "）+ ’）知，存在正数 +（!，"）%"，有

［! # (#（"，!），（" $ ($）! # ($"］$#（ $），% & ( & +（!，"）

由定理 ( 知，$ 是 % 上关于 # 的半局部 $&次不变凸函数。 证毕

’! 半局部 $&次不变凸函数在最优化中的应用

! ! 考虑下述非线性规划问题

（,-）./0 $（!）

12 3 , -（!）%%，!$%
其中，- 是 % 上的 . 维向量函数，令 / )｛!$%︳-（!）%%｝是（,-）的可行解集。

向量函数 - 称为关于 # 的半局部 $&次不变凸函数是指 - 的每个分量函数都是关于 # 的半局部 $&次不

变凸函数。

定义 4! -! 称为（,-）的最优解，若 -!$/，且 $（!）)$（-!），*!$/。

定义 5! -! 称为（,-）的局部最优解，若 -!$/，且存在 & * %，使得 $（!）)$（-!），*!$0&（-!）./。

定理 6! 若 % 是关于 # 的局部不变凸集，$ 是 % 上关于 # 的 $" &次不变凸函数（$"$（%，"］），- 是 % 上关

于 # 的半局部 $( &次不变凸函数（$($（%，"］），则（,-）的最优解集是关于 # 的局部不变凸集。

证明! 设 -!，-" 是（,-）的任意两个最优解，则

-!$%，-（-!）,% 且 $（-!）%$（!），*!$/ （"）

-"$%，-（-"）,% 且 $（-"）%$（!），*!$/ （(）

由 % 是关于 # 的局部不变凸集知，存在正数 ’（-!，-"）,"，使得
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-! ! "!（-#，-!）$$，" # $ " $ %（-!，-#） （%）

由 & 是 $ 上关于 ! 的半局部 "& ’次不变凸函数知，存在正数 (（-!，-#）%&，使得

&［-! ! "!（-#，-!）］%（& ’ ""&）&（-!）! ""& &（-#），" # $ " $ (（-!，-#） （(）

再由 ) 是 $ 上关于 ! 的半局部 ") ’次不变凸函数知，存在正数 *（-!，-#）%&，使得

)［-! ! "!（-#，-!）］%（& ’ "")）)（-!）! ""))（-#），" # $ " $ *（-!，-#） （*）

令 +（-!，-#）+ ,-.｛%（-!，-#），(（-!，-#），*（-!，-#）｝由（&）/（*）式，并注意到 &（-!）+ &（-#）%&（!），*!$,，有

-! ! "!（-#，-!）$$；)［-! ! "!（-#，-!）］%#
&（-!）%&［-! ! "!（-#，-!）］%&（-!）%&（!），*!$,，" # $ " $ +（-!，-#）

所以，-! ! "!（-#，-!）$,，且 &［-! ! "!（-#，-!）］%&（-!），*!$,，" # $ " $ +（-!，-#）

即（01）的最优解是关于 ! 的局部不变凸集。 证毕

定理 *" 设 $ 为 -! 处关于 ! 的局部不变凸集，其中 -! 是（01）的局部最优解，& 在 -! 处为关于 ! 的半局部

"& ’次不变凸函数，) 在 -! 处为关于 ! 的半局部 ") ’次不变凸函数，（这里 "&，")$（#，&］），则 -! 一定是（01）

的整体最优解。

证明" 由 $ 在 -! 处是关于 ! 的局部不变凸集知，对任意 !$$，存在正数 %（-!，!）%&，使得

-! ! "!（!，-!）$$，" # $ " $ %（-!，!） （2）

由 & 在 -! 处为关于 ! 的半局部 "& ’次不变凸函数知，存在正数 (（-!，!）%&，使得

&［-! ! "!（!，-!）］%（& ’ ""&）&（-!）! ""& &（!），" # $ " $ (（-!，!） （3）

再由 ) 在 -! 处为关于 ! 的半局部 ") ’次不变凸函数知，存在正数 *（-!，!）%&，使得

)［-! ! "!（!，-!）］%（& ’ "")）)（-!）! ""))（!），" # $ " $ *（-!，!） （4）

令 +（-!，!）+ ,-.｛%（-!，!），(（-!，!），*（-!，!）｝

则当 # $ " $ +（-!，!）时，对任意 !$$，（2）/（4）式均成立。特别地，对任意 # 5 #，当 " 5 # 足够小时，有

-! ! "!（!，-!）$$.-#（-!）；" )［-! ! "!（!，-!）］%#
所以，-! ! "!（!，-!）$,.-#（-!）。最后，由（3）式和上式，并注意到 -! 是（01）的局部最优解知

&（-!）%&［-! ! "!（!，-!）］%（& ’ ""&）&（-!）! ""& &（!）

故 &（-!）%&（!），*!$,。即 -! 是（01）的整体最优解。 证毕
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