
书书书

! "##$ 年 % 月 重庆师范大学学报（自然科学版） &’() "##$
第 "% 卷 第 " 期 &*+,(’- *. /0*(123(1 4*,5’- 6(378,93:;（4’:+,’- <=38(=8 >?3:3*(） @*-) "% 4*) A

一类新型变分包含问题的扰动算法和稳定性
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摘! 要：引入了一类新的含（!，!）"单调算子和 ""!"强单调算子的广义非线性混合拟变分包含，并建立了关于（!，!）"
单调算子的广义图像收敛理论。依据广义图像收敛理论，并应用关于 !，!"单调算子的预解算子技巧，作者提出了一
种新的扰动迭代算法来解这类变分不等式。进而，研究了这类算法的收敛性和稳定性。结果是新的，并推广和统一

了近期文献中的一些相关结论。
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众所周知，变分不等式及相补问题理论是当今数学技术中的有力工具。近些年来，经典变分不等式的

多种形式的拓展和推广一直被许多人所研究［AGAD］。与此同时，提出更新、更有效的算法来计算各种各样的变

分不等式，变分包含的近似解，也是人们最为关心的问题之一。

在近期的文献［"］中，方和黄引入了一类称为（!，!）G单调算子的广义单调算子，其为极大单调算子、极
大 !"单调算子和 +"单调算子提供了一致的框架［HGB］。利用关于（!，!）G单调算子的预解算子，他们研究了一
类变分包含。最近，在文献［F］中，刘利用关于极大单调算子的图像收敛理论［$］，研究了一类完全广义非线
性拟变分不等式。

本文中，作者首先引入了一类含（!，!）"单调算子和 ""!"强单调算子的广义非线性混合拟变分包含，并
且建立了关于（!，!）"单调算子的广义图像收敛理论。其次，利用关于（!，!）"单调算子的广义图像收敛理论
和预解算子技巧，证明了这类广义非线性混合拟变分包含的解的存在性和唯一性，并提出了一种新的扰动逼

近算法。进而，研究了这类算法的收敛性和稳定性。结果推广了许多已知的结果和算法。

A! 预备知识
设 +是实的 S3-P8,:空间，其范数与内积分别为"·" 与 T· U。设 "+ 表示 +的所有非空子集组成的
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集族，!是 "上的恒等映射。设 #，$："#"和 %：" ! "#"是单值算子。设 &’，&："#"" 是集值映射，并且

对任意给定 ($"，&’（·，(），&（·，(）："#"" 是（)，!）*单调算子。给定 +$"，作者考虑下列问题：求 ,$"
使得

+$%（#（,），$（,）#&（,，,） （$）
成立，上式称为含（)，!）*单调算子的广义非线性混合拟变分包含。
（$）式有如下一些特例。
$）如果（)，!）*单调算子 &退化为 一个极大 !*单调算子，并且 &（,，,）% &（,），对于任意 ,$" 那么，

（$）式等价于求 ,$"使得
+$%（#（,），$（,）#&（,） （"）

成立，（"）式称为含极大 !*单调算子的一般非线性混合拟变分包含。
"）如果 &（,）%%!"（,），对于所有 ,$"，这里 "："#-& # &，是一个正常 !*次可微泛函，
并且%!"（,）表示 "的 !*次可微算子［’］，那么（"）式退化为 求 ,$"使得

〈%（#（,），$（,））( +，!（(，,）〉# "（(）( "（,）’)，* (($" （+）
成立，（+）式称为广义非线性混合拟变分不等式。

+）如果 &（,）% !"（,），对于任意 ,$"，这里 "："#-&｛# &｝是一个真凸下半连续泛函，并且 !"（,）
表示 "的次可微算子，那么（"）式退化为求 ,$"使得

〈%（#（,），$（,））( +，( ( ,〉# "（(）( "（,）’)，(($" （,）
成立，（,）式称为非线性混合拟变分不等式。

,）如果 %（,，(）% , ( (，对于任意 ,，($"，并且 +))，那么（+）式等价于求 ,$"使得
〈#（,）( $（,），( ( ,〉# "（(）( "（,）’)，* * (($" （-）

成立，（-）式称为强非线性似变分包含，其被 .//在文献［0］中研究过。
-）如果 &退化为极大单调算子，+))，# % !，并且 $ % !，那么（$）式等价于求 ,$"使得

)$%（,，,）#&（,，,） （1）
成立，（1）式称为广义强非线性拟变分包含，其被 2345647在文献［$)］中研究过。

1）如果 %（,，,）% .,，对于任意 ,$"，这里 .："#"是一个非线性算子，那么（1）式退化为求 ,$"使得
)$., #&（,，,）成立，其被称为混合拟变分包含［$$］。
定义 $［$］* 令 /："#"是一个单值算子，则称算子 /是
（ 8）单调的，如果（/, ( /(，, ( (）’)，(,，($"成立；
（ 88）严格单调的，如果 /是单调的且（., ( .(，, ( (）% ) 成立，当且仅当 , % (成立；
（ 888）#*强单调的，如果存在一个常数 #使得（., ( .(，, ( (）’#", ( (""，(,，($"成立；
（ 89）0*.8:;<=8>? 连续的，如果存在一个常数 0 @ ) 使得 "/, ( /("*0", ( ("，* * (,，($"成立。
定义 "* 令 %：" ! "#"和 #，)："#"是单值算子，则称
（ 8）# 是关于 %的第一变元 $*)*强单调的，如果存在一个常数 $ @ )，使得〈%（#（1），,）( %（#（ 2），,），

)1 ( )2〉’$"1 ( 2""，* (1，2，,$"成立；
（88）% 是关于第一变元 %*.8:;<=8>? 连续的，如果存在一个常数 % @) 使得〈%（#（1），,）( %（#（2），,），1 (

2〉*%"1 ( 2""，* (1，2，,$"成立；
类似地，可以定义 % 关于第二变元的 .8:;<=8>?连续性。
注 $* $）如果 ))!，那么 #退化为关于 %的第一变元 $*强单调［1］；"）如果 ))!，#)!，那么定义 "（ 8）

退化为 %关于第一变元 $*强单调的定义。
定义 +［$］* 令 !：" ! "#"和 )："#"是两个单值算子，又令 &："#"" 是一个集值算子，则称集值算子

&是
$）单调的，如果〈, ( (，1 ( 2〉’)，(1，2$"，,$&1，($&2成立；
"）!*单调的，如果〈, ( (，!（1 ( 2）〉’)，(1，2$"，,$&1，($&2成立；
+）严格 !*单调的，如果 &是 !*单调的且等号成立，当且仅当 , % (成立；
,）强 !*单调的，如果存在一个常数 3 @)使得〈, ( (，!（1，2）〉’3"1 ( 2""，(1，2$"，,$&1，($&2成立；
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!）极大单调的，如果 !是单调的且（ " " !!）（#）# #，对于任意 ! $ % 成立，这里 " 表示 # 上的恒等算
子；

&）极大 "$单调的，如果 !是 "$单调的且（ " " !!）（#）# #，对于任意 ! $ % 成立；
’）%$单调的，如果 !是单调的且（% " !!）（#）# #，对于任意 ! $ % 成立；
(）（%，"）$单调的，如果 !是 "$单调的且（% " !!）（#）# #，对于任意 ! $ % 成立。
引理 )［)］* 令 "：# + ###是一个单值算子，%：### 是一个严格 "$单调算子，且 !：##,# 是一个（%，

"）$单调算子。那么，算子（% " !!）- )是单值的。
定义 .［)］* 令 "：# + ### 是一个单值算子，%：### 是一个严格 "$单调算子且 !：##,# 是一个（%，

"）$单调算子。预解算子 &%，"
!，!：###被定义为 &%，"

!，!（’）#（% " !!）- )（’），(’$#。
引理 ,［)］* 令 "：# + ###是一个关于常数 #$/01234056连续的单值算子，%：### 是关于常数 ( 强 "$单

调算子，且 !：##,# 是一个（%，"）$单调算子。那么预解算子 &%，"
!，!：###关于常数 #

( 是 /01234056连续的，即

"&%，"
!，!（’）- &%，"

!，!（)）"*
#
( "’ - )"，(’，)$#。

引理 7* *是（)）式的解，当且仅当 * # &%，"
!（·，*），!（%* - !+（,（*），-（*））" .）。

引理 7 可由 &%，"
!，!的定义直接得到。

引理 .［(］* ｛$/｝是非负实数列，｛’/｝是实数序列，且满足：’/$［%，)］，+
" 8

/ # %
’/ # " 8。如果存在常数 ’)

使得 $/ " )*（) - ’ -｛/｝）$/ " ’/%/，(/’/)，这里 %/’%，(/’% 且 %/#%（/# " 8），那么 90:
/#8

$/ # %。

定义 !* 令 !，!/：##,# 是（%，"）$单调算子，对于 /’%。序列｛!/｝，/’% 称为广义图像收敛到 !（记
为 !/ * 00

#,,,
* !，如果对于任意（*，1）$0(23%（!），存在 # 中序列｛*/｝，｛1/｝，满足（*/，1/）$0(23%（!/），*/

#*且 1/#1。
注 ,* 如果对于 /’%，!，!/：##,# 是极大单调算子，那么广义图像收敛退化为图像收敛［!］。

引理 !* 令 %：###是 %$/01234056连续且严格 "$单调算子，!，!/：##,# 是（%，"）$单调算子，对于 /’
%。那么 !/ * 00

#,,,
* !当且仅当 &%，"

!/，!（ 4）#&%，"
!，!（ 4），对于任意 4$#和 ! $ %。

证明* 充分性。对于（*，1）$0(23%（!），可得 !1 " %*$%* " !!（*），这里 ! $ %。由定义 . 知 &%，"
!，!（!1

" %*）# *。
又令 &%，"

!/，!（!1 " %*）# */。由假设 &%，"
!/，!（ 4）#&%，"

!，!（ 4），对于任意 4$# 和 ! $ % 成立。于是 &%，"
!/，!（!1 "

%*）#&%，"
!，!（!1 " %*）也成立，即 */#*。
既然 &%，"

!/，!（!1 " %*）# */，由 &%，"
!/，!的定义，可得 !1 " %*$%*/ " !!/（*/），于是 !1 " %* - %*/$!!/（*/）。

若令 1/ #
)
!
（!1 " %* - %*/），则 1/$!/（*/）。由于 1/ #

)
!
（!1 " %* - %*/），%是 /01234056连续的，且 */#*，得

到 1/#1。
既然 */#*，1/#1，且 1/$!/（*/），则由定义 !，可得 !/ * 00

#,,,
* !。

必要性。令 1/ # &%，"
!/，!（ 4），1 # &%，"

!，!（ 4）（任意 4$#）。下证 !/ * 00
#,,,
* !成立，可推得 1/#1成立。

由 1 # &%，"
!，!（ 4）和 &%，"

!，!（ 4）的定义，可得 4$%1 " !!（ 1），于是 )
!
（ 4 - %1）$!（ 1），即（ 1，)

!
（ 4 - %1））$

0(23%（!），又因为 !/ * 00
#,,,
* !，故存在序列（15

/，4/）$0(23%（!/）满足 15
/#1，4/#

)
!
（ 4 - %1），4/$!/（1

5
/）。

既然 4/$!/（1
5
/），则 !4/ " %（15

/）$%（15
/）" !!/（1

5
/）。因此，1

5
/ # &%，"

!/，!（!4/ " %（15
/））。

由 1/ # &%，"
!/，!（ 4）和引理 ,，可得

"1/ - 1"*"1/ - 15
/" ""15

/ - 1" #"&%，"
!/，!（ 4）- &%，"

!/，!（!4/ " %（15
/））" ""15

/ - 1"-
#
( "4 - !4/ - %（15

/）" ""15
/ - 1"。 （’）

既然 15
/#1，4/#

)
!
（ 4 - %1），且 %是 /01234056连续的，由（’）式可得 1/#1，即 &%，"

!/，!（ 4）#&%，"
!，!（ 4）。 证毕
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!" 解的存在性、唯一性和算法
本节中，作者首先构建了一种求解含（!，!）"单调算子的广义非线性混合拟变分包含的新的扰动迭代算

法。其次，证明了（#）式 的解的存在性和唯一性，并且研究了由扰动迭代算法产生的迭代序列的收敛性和
稳定性。

定义 $［#%］" 令 # 是 $ 空间中的自反映射，且 %&$$，由 %& ’ # ( ’（#，%&），定义一个 $ 中的迭代序列
｛%&｝

)
& ( &(。设｛%$$：#% ( %｝./，且｛%&｝

)
& ( &收敛到 #的一个不动点 %!。令｛)&｝0$，"& (")& ’ # * ’（#，)&）

"，如果 +,-
&#)

"& ( & 成立可推得 +,-
&#)

)& ( %，那么由 %& ’ # ( ’（#，%&）定义的迭代序列｛%&｝
)
& ( &被称为 #"稳定的或关

于 $稳定的。
算法 #" 对于任意给定的 %&$$，计算

%& ’ # (（# * #&）%& ’ #&*
!，!
+&（·，,&），$（!（,&）* $-（.（,&），/（,&））’ ’）’ #&0&

,& (（# * %&）%& ’ %&*
!，!
+&（·，%&），$（!（%&）* $-（.（%&），/（%&））’ ’）’ #& ’&

这里｛0&｝和｛’&｝是 $的两个元列，它们被引入是由于考虑到计算中的可能误差。｛#&｝，｛%&｝满足如下条件

& . #&，%&*#（(&’&），+
)

& ( &
#& ( ) （/）

令｛)&｝和｛1&｝为 $中的任意序列，并且定义 "& 为

"& ("1& ’ # *｛（# * #&）1& ’ #&*
!，!
+&（·，)&），$（!（)&）* $-（.（)&），/（)&））’ ’）’ #&0&｝"，

)& (（# * %&）1& ’ %&*
!，!
+&（·，1&），$（!（1&）* $-（.（1&），/（1&））’ ’）’ #& ’& （#&）

定理 #" 令 !：$ 0 $#$是一个关于常数 &"1,2345,67连续的单值算子，单值算子 !：$#$分别关于常数
2，’，是强 !"单调和 1,2345,67连续的。设 -：$ 0 $#$关于第一变元是 3-#

"1,2345,67连续的，且关于第二变元
是 3-!

"1,2345,67连续的。又设是 .：$#$ 是 3."1,2345,67 连续的，并且关于 - 的第一变元 #"!"强单调的。设
/：$#$是 3/"1,2345,67连续的。令 +，+&：$ 0 $#!$ 关于第一变元是（!，!）"单调算子，并且对于每一个 ,$
$和 &’&，+&（·，,）" 44

#,,,
" +（·，,）。设存在两个正数 ( 8 &，$ 8 & 满足

392｛"*!，!
+（·，%），$（ 5）* *!，!

+（·，,），$（ 5）"，"*!，!
+&（·，%），$（ 5）* *!，!

+&（·，,），$（ 5）"｝*("% * ,"，(%，,，5$$ （##）
和

& . &
2 ’! ’ $! 3.

! 3-#
! * !! $# ’ &

2 $3-!
3/ ’ ( . # （#!）

如果 +,-
&#)
"0&" ( &，+,-

&#)
"’&" ( &，那么可得下列结论：

（ ,）（#）式有唯一解 %!；
（ ,,）由算法 # 定义的序列｛%&｝强收敛到（#）式的唯一解 %!；
（ ,,,）进一步，如果 & . 6 . 6&，那么 +,-

&#)
1& ( %!当且仅当 +,-

&#)
"& ( &，这里 "& 由（#&）式定义。

证明" 首先，证明（#）式有唯一解 %!。
令 7（%）( *!，!

+（·，%），$（!% * $-（.（%），/（%））’ ’），8（%）( !% * $-（.（%），/（%））’ ’，则可得
"7（%）* 7（,）" ("*!，!

+（·%），$（8（%））* *!，!
+（·，,），$（8（,））"*

"*!，!
+（·，%），$（8（%））* *!，!

+（·，%），$（8（,））" ’"*!，!
+（·，%）$（8（,））* *!，!

+（·，,），$（8（,））" （#%）
由引理 ! 可得

"*!，!
+（·，%），$（8（%））* *!，!

+（·，%），$（8（,））"*
&
2 "!% * $-（.（%），/（%））* !, ’ $-（.（,），/（,））"* （#:）

&
2 "!% * $-（.（%），/（%））* !, ’ $-（.（,），/（%））" ’ &

2 "$-（.（,），/（%））* $-（.（,），/（,））"。

既然 !是 ’"1,2345,67连续的，-关于第一变元是 3-#
;1,2345,67连续的。另外，.是 3."1,2345,67连续的，并

且关于 -的第一变元是 #"!"强单调的，那么

"!% * $-（.（%），/（%））* !, ’ $-（.（,），/（%））"* ’! ’ $! 3.
! 3-#

! * !! $#"% * ," （#<）
既然 -：$ 0 $#$关于第二变元是 3-!

"1,2345,67连续的，/是 3/"1,2345,67连续的，那么
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"!!（"（#），$（%））! !!（"（#），$（#））"*!&!" &$"% ! #" （#$）
由（#%）&（#$）式和（##）式，可得到

"’（%）! ’（#）"*""% ! #" （#’）

这里 " ( #
( $" ) !" &"

" &!#
" ! "! !% ) #

( !&!" &$ ) & （#*）

由（#"）式知 + , " , #。于是，’是一个压缩映射。那么 ’有唯一的不动点 %!$)，
即 %! ( *+，’

,（·，%!），!（+（%
!）! !!（"（%!），$（%!））) -） （#-）

由引理 %，可得 %!是（#）式的唯一解。
现在来证明结论（ ..）。由算法 # 和（#-）式，可得

"%. ) # ! %!" (
"（# ! %.）%. ) %.*

+，’
,.（·，#.），!（/（#.））) %.0. !（# ! %.）%! ! %.*

+，’
,（·，%!），!（/（%

!））"*
（# ! %.）"%. ! %!" ) %."*+，’

,.（·，#.），!（/（#.））! *
+，’
,（·，%!），!（/（%

!））" ) %."0."*
（# ! %.）"%. ! %!" ) %."*+，’

,.（·，#.），!（/（#.））! *
+，’
,.（·，#.），!（/（%

!））" ) （"+）
%."*+，’

,.（·，#.），!（/（%
!））! *+，’

,（·，%!），!（/（%
!））" ) %."0."*

（# ! %.）"%. ! %!" ) %."*+，’
,.（·，#.），!（/（#.））! *

+，’
,.（·，#.），!（/（%

!））" )
%."*+，’

,.（·，#.），!（/（%
!））! *+，’

,.（·，%!），!（/（%
!））" ) %.(. ) %."0."，

这里 (. ("*+，’
,.（·，%!），!（/（%

!））! *+，’
,（·，%!），!（/（%

!））"’+。
如同（#/）式的证明，可得

"*+，’
,.（·，#.），!（/（#.））! *

+，’
,.（·，#.），!（/（%

!））"-
#
( $" ) !" &"

" &!#
" ! "! !% ) #

( &!" &$"#. ! %!" （"#）

从（##）式可得
"*+，’

,.（·，#.），!（/（%
!））! *+，’

,.（·，%!），!（/（%
!））"*&"#. ! %!" （""）

由（"+）&（""）式和（#*）式，可得
"%. ) # ! %!"*（# ! %.）"%. ! %!" ) %.""#. ! %!" ) 1.(. ) 1."0." （"%）

类似地，可得

"#. ! %!"*（# ! ).）"%. ! %!" ) ).""%. ! %!" ) ).(. ) )."-." （"/）
由（"%）式和（"/）式，可推得

"%. ) # ! %!"*（# ! %.（# ! "）（# ) )."）"%. ! %!" ) %.).""-." ) %.(. ) %."0." ) %.)."(.
由（-）式和（#"）式，可推得 + , " , #，+*).*#，那么

"%. ) # ! %!"*（# ! %.（# ! "））"%. ! %!" ) %.（# ! "）+. （"0）
这里

+. (
).""-." ) (. )"0." ) )."(.

# ! "
。

既然，对于任意 #$)，,.（·，#）1 22
#,,,
1 ,（·，#），则由引理 0 知 *+，’

,.（·，%!），!（/（ %
!））#*+，’

,（·，%!），!（/
（%!）），（.#2），于是 3.4

.#2
(. ( +，又由 3.4.#2

"0." ( +，3.4
.#2
"-." ( + 和（-）式，可推得 +.#+，（.#2）。于是由

引理 / 和（"0）式，可推得 %.#%!，（.#2）。
下面，作者证明结论（ ...）是正确的。利用（#+）式，可得
"3. ) # ! %!"*"3. ) # !｛（# ! %.）3. ) %.*

+，’
,.（·，4.），!（+（4.）! !!（"（4.），$（4.））) -）) %.0.｝" )

"（# ! %.）3. ) %.*
+，’
,.（·，4.），!（+（4.）! !!（"（4.），$（4.））) -）) %.0. ! %!" ( （"$）

*. )"（# ! %.）3. ) %.*
+，’
,.（·，4.），!（+（4.）! !!（"（4.），$（4.））) -）) %.0. ! %!"

与（"0）式的证明类似，可得
1 1 1 1 "（# ! %.）3. ) %.*

+，’
,.（·，4.），!（+（4.）! !!（"（4.），$（4.））) -）) %.0. ! %!"*

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1（# ! %.（# ! "））"3. ! %!" ) %.（# ! "）+.

（"’）
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既然 ! " !*!"，由（#$）式和（#%）式，可得

"#" & ’ ( $!"*（’ ( !"（’ ( "））"#" ( $!" & !"（’ ( "）（%" &
#"

!"（’ ( "）
） （#)）

假设 *+,
"#-

#" . !，于是由 *+,"#-
%" . !，+!" . -，和（#)）式，以及引理 /，可得 *+,

"#-
#" . $!。反之，若设 *+,

"#-
#" . $!。

于是可得

#" ."#" & ’ (｛（’ ( !"）#" & !"&
%，$
’"（·，("），%（%（("）( %)（*（("），+（("））& ,）& !"-"｝"*

"#" & ’ ( $!" &"（’ ( !"）#" & !"&
%，$
’"（·，("），%（%（("）( %)（*（("），+（("））& ,）& !"-" ( $!"*

"#" & ’ ( $!" &（’ ( !"（’ ( "））"#" ( $!" & !"（’ ( "）%"

由于 !*!*!"（("’!），! " " " ’，#"#$!，%"#!（"#-），可得 #"#!（"#-）。 证毕
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