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摘! 要：运用了一种初等的证明方法，对一个不定方程 !（! B C）（! B "）（! B *）D CC"（" B C）（" B "）（" B *）的正整数
解进行了研究。证明过程中仅涉及到了初等的数论知识，就是采用了递归序列的方法，证明了不定方程 !（! B C）（! B
"）（! B *）D CC"（" B C）（" B "）（" B *）无正整数解，同时这个证明过程也给出了这个不定方程组的全部整数解，它们是
（!，"）D（ E*，#），（ E*，EC），（ E*，E"），（ E *，E *），（ E "，#），（ E "，E C），（ E "，E "），（ E "，E *），（ E C，#），（ E C，
E C），（ E C，E "），（ E C，E *），（#，#），（#，E C），（#，E "），（#，E *）。
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! ! 设 2是素数，对于不定方程
!（! B C）（! B "）（! B *）D
2"（" B C）（" B "）（" B *）

（C）

曾引起许多人的兴趣［C.$］。CK$C 年，0+1-［C］证明了
当 2 D " 时仅有正整数解（ !，"）D（G，)）；CK$G 年，
S+--&@&,.4［"］证明了当 2 D * 时仅有正整数解（!，"）
D（*，"），（$，G）；CKT" 年，宣体佐［*］证明了当 2 D G
时仅有正整数解（!，"）D（"，C）；CKKC 年，罗明［)］证
明了当 2 D $ 时仅有正整数解（!，"）D（)，"）。
本文将证明当 2 D CC 时的情况，证明出不定方

程（C）式无正整数解。

先将 2 D CC 时，方程（C）化为
（!" B *! B C）" E CC（"" B *" B C）D E C# （"）

容易知道方程 !" E CC"" D E C# 的全部整数解［G］，由
以下两个（非结合）类给出。

!1 B "1 !CC D U（ !C B CC）（-1 B 31 !CC）D

U（ !C B CC）（ !C# B * CC）1，1"7

#!1 B#"1 !CC D U（ !E C B CC）（-1 B 31 !CC）D

U（ !E C B CC）（ !C# B * CC）1，1"7

其中 !C B CC是 !" E CC"" D E C# 的最小正整数解，

!C# B * CC是 S9’’方程 -" E CC3" D C 的基本解。
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于是方程（!）的解应满足
（!! " #）! $ %!" " & （#）

或’ ’ ’ ’ ’ ’（!! " #）! $ %#!" " & （%）
显然必需 !"$ ( )，#!"$ ( )，从而（#）、（%）式中的
!"、#!" 只需取自

!" " #" !)) $（ !) " ))）（$" " %" !))）$

（ !) " ))）（ !)* " # ))）"，"$*

#!" "##" !)) $（ !( ) " ))）（$" " %" !))）$

（ !( ) " ))）（ !)* " # ))）"，"$*
由这两个式子不难推出下列关系式。

!" " ) $ !*!" ( !" ( )，!* $ )，!) $ %# （&）
#!" " ) $ !*#!" (#!" ( )，#!* $ ( )，#!) $ !# （+）
$" " ) $ !*$" ( $" ( )，$* $ )，$) $ )* （,）
%" " ) $ !*%" ( %" ( )，%* $ *，%) $ # （-）

$!" $ !$!
" ( )，%!" $ !$"%"，$ ( " $ $"，% ( " $ ( %"（.）

!" $ $" " ))%"，#!" $ ( $" " ))%"，#!" $ ( ! ( "（)*）
’ $" " !&% ( $"（/01 $&），%" " !&% ( %"（/01 $&）（))）
’ !" " !&% ( !"（/01 $&），#!" " !&% (#!"（/01 $&）（)!）
下面将证明（#）式仅有当 " $ * 时成立，（%）式

仅有当 " $ *，! 时成立。由此求得方程（ !! " #! "
)）! ( ))#! $ ( )* 的全部整数解，进而作为推论得到
’ $ )) 时方程（)）式的全部整数解。

)（!! " #）! $ %!" " &
本节考察（#）式的解，即 " 取何值时 %!" " & 为

完全平方数。

引理 )’ 设 ! ’
’"，" 2 *，则

（
3 %%%!" " &

$!"
）$（

&$" 3 %%%"
!*) ）

证明’ 因为 ! ’
’" 时，$"% 3 )（/01 -），%"%%，*

（/01 -），$"% 3 )（/01 &），%"%*（/01 &），$"%)
（/01 ))），$"%)（/01 %）；% ’

’"时，$"%)（/01 -），%"
%*（/01 -）

（
3 %%%!" " &

$!"
）$（

3 --$"%" " )*$!
"

$!"
）$

（
$"

$!"
）（

%%%" 3 &$"

$!"
）$（

$!"

$"
）（

$!"

%%%" 3 &$"
）$

（
( )
$"
）（

$!"

%%%" 3 &$"
）$（ ( )

$"
）（

))%!" " $!
"

%%%" ( & 3 $"
）$

（
( )
$"
）（

))
%%%" ( & 3 $"

）（
!*)

%%%" ( & 3 $"
）$

3（
%%%" ( & 3 $"

!*) ）（
%%%" ( & 3 $"

)) ）$（
&$" 3 %%%"

!*) ） 证毕

引理 !’ 设 "%*（/01 .**）且 " 2 *，则（#）式不
成立。

证明’ 令 " $ !·)·#!·&!·! *，*$)，! )。对
｛&$" 3 %%%"｝取 /01 !*) 所得的两个剩余序列周期
均为 #%，而｛! *｝对 /01 #% 的剩余序列具有周期 -，
对 )分两种情况讨论。

)）)%)（/01 %）

令 + ,
! *，*% *，)，%，+，,（/01 -）
#!·! *，*% !，&（/01 -）
&!·! *，*% #（/01 -

{
）

则有表 )。
表 )’ )% )（/01 %）情况下的数据

*（$ )）（/01 -） * ) ! #

+（/01 #%） )- ! ! #*

&$+ - %%%+（/01 !*)） -+ ), ), )%#

*（$ )）（/01 -） % & + ,

+（/01 #%） )+ )+ #* !+

&$+ - %%%+（/01 !*)） )%. )%. )%# )--

表中所有 +均有（
&$+ - %%%+

!*) ）, . )。

’ ’ 于是，由（)*）、（)!）式及引理 ) 有
%!" - & % %!!+ - & % %%%!+ - &（/01 $!+）

（
%!" - &

$!+
）,（

%%%!+ - &
$!+
）,（

&$+ - %%%+
!*) ）, . )

从而 %!" - & 非平方数，（#）式不成立。
!）)%. )（/01 %）

令 + ,
! *，*% *，!，#，%，&（/01 -）
#!·! * % )，+（/01 -）
&!·! *，*% %，,（/01 -

{
）

则有表 !。
表 !’ )%. )（/01 %）情况下的数据

*（$ )）（/01 -） * ) ! #

+（/01 #%） )- )- % -

&$+ . %%%+（/01 !*)） )%. )%. )%# )--

*（$ )）（/01 -） % & + ,

+（/01 #%） )+ #! #! %

&$+ . %%%+（/01 !*)） -+ ), ), )%#

表中所有 +均有（
&$+ . %%%+

!*) ）, . )。

’ ’ 于是，由（)*）、（)!）式及引理 ) 有
%!" - & %. %!!+ - & %. %%%!+ - &（/01 $!+）

（
%!" - &

$!+
）,（

. %%%!+ - &
$!+
）,（

&$+ . %%%+
!*) ）, . )
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从而 !!" # " 非平方数，（#）式不成立。 证毕

引理 #$ 若（#）式成立，则必须 "% %（&’( )%%）。
证明 $ 用对序列｛!!" # "｝取模的方法证明。
&’( "时，排除 "%*，#（&’( !），此时!!" # "%

+，#（&’( "），剩 " % %，+（&’( !）。这说明排除了所
有奇数项，以下只考虑偶数项。

上面的&’( "是对｛!!" # "｝取的，&’( !指出所
得剩余序列周期为 !，“此时”这句话是“排除”的理
由，+，#均为 &’( "的平方非剩余。为节省篇幅，将按
这种方式叙述。

&’( ",,，排除 " % +，!，-，++，+!，#%（&’( #-），
此时 !!$ # " % ""-，#)，+)+，"!.，+)"，+))（&’(
",,），剩 " % %，.，*%，*+，*!，*-，*.，+%，+-，+.，#+，
#!（&’( #-）。

&’( +)"#，排除 "% *+，*!，#+（&’( #-），此时 !!"
# "% ,#!，*"",，*#.-（&’( +)"#），剩 "% %，.，*%，*-，
*.，+%，+-，+.，#!（&’( #-）。

&’( *,，排除 "%+，.，*%，*-（&’( *.），此时!!"
# "% ,，*+，#，*!（&’( *,），因此排除 "% .，*%，*-，
+%，+-，+.，#!（&’( #-），剩 "% %，*.（&’( #-）。
用下面计算排除 "%*.（&’( #-）。令 " % #-& #

*.。若 + ’ &，则 "% *.（&’( +!）。由于对序列｛!!" #
"｝取 &’( +#，排除 "% *.（&’( +!），此时 !!" # "%
*"（&’( +#），可知（#）式不成立。故设+ &，于是，由
（*+）式有

!!" # " %( !!*. # " %( !!)*. # "（&’( **.）

由

**. % *+" +.# +!% #". -,! ,%. .*- *))，
)*, % #,, ,!# *.+ "#- %#* "+# +%" !%

可计算出

( !!)*. # "
*( )
*.

%

( *-- +%, %%% #*" ."# .,% +*% #," "( )*+" +.# +!% #". -,! ,%. .*- *))
% ( *

从而排除 "% *.（&’( #-），剩 "% %（&’( #-）。
" % %（&’( #-）等价于 " % %，#-，,+，*%.，

*!!（&’( *.%）。
&’( !+*，排除 "%#-，*+，!.，+!（&’( -%），此时

!!" # " % +*"，+-,，*.#，*)#（&’( !+*），因此排除 "
% #-，,+，*%.，*!!（&’( *.%），还剩 " % %（&’(
*.%）。

"% %（&’( *.%）等价于 " % %，*.%，#-%，"!%，
,+%（&’( )%%）。

&’( *%. +.% *，排除 "%-%，!%，+%（&’( *%%），此

时 !!" # "%*#) ,!)，+-# .#.，+*! +"+（&’( *%. +.% *），
因此排除 "% #-%，"!%，,+%（&’( )%%）还剩 " % %，
*.%（&’( )%%）。

&’( !"# -%*，排除 "%*.%（&’( #%%），此时!!" #
" % !#% ),%（&’( !"# -%*），则排除 " % *.%（&’(
)%%），最后剩 "% %（&’( )%%）。 证毕

+（+! # #）+ % !#!" # "
对（!）式进行讨论。
引理!$ 设 "%%（&’( )%%）且 " + %，则（!）式

不成立。

证明 $ 令 " % +·&·#+·"+·+ ,，,$ *，+ &。只
要完全按照引理 + 证明过程中的方式选取 $，根据
（*%）、（*+）式和引理 * 同样可得

（
!#!" # "
*+$
）%（

- !!)+$ # "
*+$
）%

(（
"*$ - !!)$

+%* ）% ( *

从而（!）式不成立。 证毕

引理 "$ 设 "% +（&’( +·#·"·,）且 " + %，
则（!）式不成立。
证明 $ 令 " % + # +·&·#·"·,·+ ,，+ &，,$

%。若取$为+ ,，#·+ ,，"·+ ,，#·,·+ ,之一，则由（*+）
式，

!#!" # " %( !!+ # " %( *.#)（&’( *$）

!#!" # "
*( )
$

% ( *.#)
*( )
$

% *.#)
*( )
$

%

*$( )*.#)
% *$( )#

*$( )-*#
% *$( )-*#

｛*$｝对 &’( -*# 的剩余序列周期为 #%,，而｛+ ,｝对

&’( #%, 的剩余序列具有周期 *%+。
令

. %｛+，#，"，-，)，**，*#，*,，*.，+%，+"，+-，#+，
##，#"，#.，!%，!*，!+，!#，!!，!"，!-，!,，!.，
!)，"%，"#，"!，"-，",，-%，-+，-!，-.，-)，,*，
,-，,,，.#，.!，.-，.)，)*，)+，)#，)!，)"，)-，
),，).，))，*%%，*%*｝

/ %｛%，*，!，,，.，*+，*!，*"，++，+,，+)，#!，"*，
"+，""，".，")，-#，-"，--，,#，,.，.%，."｝

0 %｛*-，+*，+#，+!，# %，# *，# -，# ,，- ,，
,+，,!，,"，.*，.+，.,，..｝

1 %｛*%，*)，+.，#)，-*，,%，,)，)%｝
使得 .& /& 0& 1 %［%，*%*］之间的正整数。
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具体选取 ! "

! #，#" $
"·! #，#" %
#·! #，#" &
"·$·! #，#"










’

令( "｛#，!"，#!，%#，&’，&%，’(’，’(&，’’"，’!)，’$"，
!(#，!!&，!"#，!*!，!$"，!$%，!&!，!&*，"(!，
"’#，"’&，"!$，"")，""$，"#(，"$#，"&*，)()，
)’&，)#(，)#*，)%#，)&&，#("，#!$，##"，##&，
#%&，*($｝

使得所有 )!（+,- *’"）（其中!取+,- "($的余数）
属于 (中的元素，而 (中所有元素均为 +,- *’" 的
平方非剩余，所以 )! 均为 +,- *’" 的平方非剩余，

从而
)#*+ . #
)( )
!

/ 0 ’，（)）式不成立。 证毕

由引理 ) 和引理 # 可得以下推论。
推论 ’1 设 +%(，!（+,- *"((）且 + 2 !，则（)）

式不成立。

引理 * 1 若（)）式成立，则必需 + / (，!（+,-
*"((）。
类似于引理 " 的证明，也采用对序列｛)#*+ . #｝

取模的方法来证明，证明略。

" 结果
根据前两节的讨论，现在可给出本文的主要结

果。

定理 ’1 不定方程
（*! . "* . ’）! 0 ’’,! / 0 ’( （’"）

的全部整数解是（*，3 ,）/（ 0 "，’）（(，’），（ 0 !，
’），（ 0 ’，’），（!(，’"&），（ 0 !"，’"&）。
证明1 由引理 ! 和引理 " 知（"）式若成立，必须

+ / (，此时（*，3 ,）/（ 0 "，’），（(，’）。
又由引理 ) 和引理 # 知（)）式若成立，必须 + /

(，!，此时（*，3 ,）/（ 0 !，’），（ 0 ’，’），（!(，’"&），
（ 0 !"，’"&）。 证毕

定理 ’ 的推论，得到如下推论。
推论 !1 不定方程

*（* . ’）（* . !）（* . "）/ ’’,（, . ’）（, . !）（, . "）
无正整数解。

证明1 由（!）式和定理 ’，应有 ,! . ", . ’ / 3 ’，
3’"&，然而没有一个方程的解是正整数，故方程
*（* . ’）（* . !）（* . "）/ ’’,（, . ’）（, . !）（, . "）
无正整数解。 证毕

由此，容易知道方程

*（* . ’）（* . !）（* . "）/ ’’,（, . ’）（, . !）（, . "）
共有’*组整数解。这’*组都是平凡解，使方程
*（* . ’）（* . !）（* . "）/ ’’,（, . ’）（, . !）（, . "）
两端都为零，即

（*，,）/（ 0"，(），（ 0"，0’），（ 0"，0!），（ 0"，0"），
（ 0 !，(），（ 0 !，0 ’），（ 0 !，0 !），（ 0 !，0 "），
（ 0 ’，(），（ 0 ’，0 ’），（ 0 ’，0 !），（ 0 ’，0 "），
（(，(），（(，0 ’），（(，0 !），（(，0 "）。
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