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非齐次 C,7=71DE4<,A,.=’, 方程组的 F7<90// 边值问题
!
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摘! 要：考虑了在 !G 空间中的非齐次 C,7=71DE4<,A,.=’, 方程组的 F7<90// 边值问题。本文首先研究 C,7=71DE4<,A,.D
=’, 方程组的 30-’4> 型积分，H1<9<1I 公式，进而得到了非齐次 C,7=71DE4<,A,.=’, 方程组解的积分表示和它的 H1<9<1I
公式，在此基础上还讨论了它的一个 F7<90// 边值问题。最后运用积分方程方法和 J0/0’4 不动点定理证明了该 F7D
<90// 边值问题解的存在性和唯一性，同时也给出了其解的积分表示式。
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% 预备知识

各种边值问题的研究意义重大。在平面上已有

很多经典结果［%D"］。近年来，许多国内外学者把研究

平面上边值问题的理论和方法推广并运用到高维空

间中来，得到了许多优美的结果。如文献［G］研究

了空间中的 30-’4>DF7<90// 方程组，文献［*］研究

了空 间 中 线 性 和 非 线 性 F7<90// 边 值 问 题。在

"##M 年，杨丕文又研究了 !G 中的 C,7=71DE4<,A,.=’,
方程组 F7<90//DO71P<.( 边值问题。随后，文献［K］

考察了 C,7=71DE4<,A,.=’, 方程组的一个带常系数的

F7<90// 边值问题。

本文主要在文献［KDM］工作基础上，运用高维空

间研究边值问题的方法［$DN］讨论了 !G 空间中的非

齐次 C,7=71DE4<,A,.=’, 方程组的 H1<9<1I 公式和一个

带变系数的 F7<90// 边值问题，从而推广了文献［*，

M］的某些结果。

C,7=71 和 E4<,A,.=’, 在文献［G］中考虑了 !G 中

的复值函数 !%（!，"，#），!"（!，"，#）的一阶偏微分方

程组
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记 !G " # $ !，!G 中的点 " %（!，"，#）%（ &，
#），于是方程（%）式可写为 !!（"）% #，"$(%!G，

此时则称 !（"）是 ( 内的正则函数，其中 !（"）%
!%（"）

!"（"( )
）

是复值向量函数。

若 ) %
*%

*( )
"

是一复值向量函数，定义其范数 ) %

*%
" ’ *"! "，设

# % + + %
&% "&"
$ "&" "&( )

%

是一个 " , "{ }的复距阵 ，

并定义其范数 + % &%
" ’ &"! "。

对&+，+-$#，易验证 ++- % + +- 。设

+$ #，) 是个 " , % 复矩阵，则 +) ’ + ) 。

在文 献［M］中，作 者 研 究 了 非 齐 次 C,7=71D
E4<,A,.=’, 方程组

!. % / （"）

在 !G 中 的 解 及 其 性 质，提 出 并 解 决 了 相 应 的

F7<90//DO71P<. 边值问题。

以下设 ( 是!G 中的一个有界区域，并具有光滑

边界或分片光滑的边界 $，并记 $ 的内部为 (’ ，记

!G Q(( 为 ($ 。由散度定理可得如下引理。

引理 %! （H<9R<7- 公式）若向量函数 )（"）$
0%（(）) 0（((），则
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# ! $"!（ ）%’ ，!$ &。

其 中 " （ ()，*)），! " （ (，*），（ # !） "
*) # * "() # "(

#（ () # (）( )*) # *
是 复 二 阶 矩 阵，$（ ） "

&’(# # &’($ + ) &’(%
&’($ + ) &’(% &’(( )#

，$，%，# 分别是曲

面 " 上点 处的外法线方向与 ,，-，* 轴的夹角。设

.（!）为 & 中的复值向量函数，引进积分算子 +/. "

# "
#!*& （ # !）

# ! $ .（ ）%’ 。

引理 *［+］! 若 .$ 01（(&），1 2 $，则+/. 是（*）式

的分布解，即 "（+/.）" .，且 +/. $ 3$（(&），其中 $ "

" # $
1 。

定义 "! 设 &（,）是一个 $ 4 5 的复值矩阵函

数，如果 &（,）满足以下条件

&（,）# &（-） " ,
5

6 ""
,

$

7 ""
&76（,）# &76（-）!

* ’

8 , # - %，,，-$ "，, 9 % 9 "。

其中 8 是一个不依赖于 ,，- 的正常数，则称 &（,）为

" 上的 -./%01 连续函数，记 " 上的 -./%01 连续函数

集合为 :（"，%）。任取 ’$ :（"，%），定义 ’ 的范数

为-’-% " 3（’，"）+ :（’，"，%），其中

3（’，"）" 234
*$"

’（ *） ，

:（’，"，%）" (56
*".**，*"，**$"

’（ *"）# ’（ **）

*" # ** % ，

显然:（"，%）构成7383&9空间，并且易证-. + ;-%’
-.-% +-;-%，-.;-%’ <-.-%-;-%，其中 < 为正

常数，.，;$ :（"，%）。

* 方程 "= " . 的解和 :/020/; 公式

设 ’（ ）为 " 上 的 -./%01 连 续 函 数，定 义

<35&9= 型积分

(（!）" "
#!*" （ # !）

# ! $$（ ）’（ ）%% ，!/ "（$）

显然 (（!）在 " 外正则，且 (（> ）" ,。

定理 "! （:/020/; 公式）设 ’（ ）$ :（"，%），

, 9 % 9 "，当 分 别 从 &+ ，&# 趋 于 ! $ " 时，

<35?9= 型积分（$）式的极限值相应的记为 ( +（!），

( #（!），则有

( +（!）" "
* ’（!）+ "

*（>’）（!），!$ "

( #（!）" # "
* ’（!）+ "

*（>’）（!），!${ "

其中

（>’）（!）" "
*!*" （ # !）

# ! $$（ ）’（ ）%% ，!$"。

根据引理 " 和 <35&9= 型积分（$）式有定理 *。

定理 *! 设 .$ 01（(&），1 2 $，则非齐次 @’)()/A
B90’%’1(&’ 方程组（*）式的解可积分表示为

=（ ）" (（ ）+ +/.（ ）， $ & （#）

其中 (（ ）是 & 内的正则函数。

定理 $! .（ ）$ 01（!$），1 2 $，且 .（> ）" ,，

则

=+（!）" "
* ’（!）+ "

*（>’）（!）++/.（!），!$"

=#（!）" # "
* ’（!）+ "

*（>’）（!）++/.（!），!${ "

（+）

定理 #! 设 ’$ :（"，%），, 9 % 9 "，则

->’-% ’ ?-’-% （C）

这里 ? 是不依赖于 ’ 的正常数。

证明 ! 由 <35&9= 积分主值知

"
*!*" （ # !）

# ! $$（ ）%% " "，!$ "，

所以

>’ " "
*!*" （ # !）

# ! $$（ ）［’（ ）# ’（!）］%% +

’（!） ’ ?),:（’，"，%）*" "
# ! *#%%% +

’（!） ’ ?,:（’，"，%）+ 3（’，"） （D）

这里 ?, 是不依赖于 ’ 的正常数。

为了 考 察 :（>’，"，%），任 取 !"，!* $ "，记

) " !" # !* ，先设 #) 9 @（@ 为 & 的直径），以 !"

为球心，*) 为半径作球，记 " 的位于该球内部的部

分为 ""，记 "* " " # ""，由此有

>’（!"）# >’（!*） ’

"
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（ # !"）
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对 &! 估计，有 &! ’ ’!(（#，!，$）*!!

$#
! "!
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%!!$

%

’!(（#，!，$） "! ! ""
$

类似地有 &" ’ ’"(（#，!，$） "! ! ""
$，以下再估

计 &#。
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"（ ）［#（ ）! #（""）］$# $
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! "!
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利用 &’() 引理［*］，有

（ ! "!）

! "!
# !

（ ! ""）

! ""
# ’

"! ! ""

! "! ! ""
" $

"! ! ""

! "!
" ! ""

因为对 任 何 $ !"，有
"
# ’

! "!

! ""
’ "，故

! "" 0 !
" ! "! 。于是有

&!# ’ ’!#(（#，!，$） "! ! ""
$

再由 #$ (（!，$），易知

&"# ’ ’"#(（#，!，$） "! ! ""
$

所以 &#’ ’#(（#，!，$） "! ! ""
$，此处 ’# 是与 "!，

"" 无关的正常数。综上，当 + "! ! "" * + 时，有

,#（"!）! ,#（""） ’ ’(（#，!，$） "! ! ""
$（,）

此处’-是与"!，"" 无关的正常数。明显，对+ "! ! "" .
+ 也有上式估计式。从而由（*）和（,）式知，存在正

常数 ’ 使-,#-$ ’ ’-#-$。 证毕

# -’)./00 边值问题

问题 !1 寻求 /$ ，/! 内满足方程（"）式的解

0（ ），使它在/$ $ !，/! $ !上连续，且0（2）% %，

并适合 -’)./00 边值条件

0$（"）% 1（"）0!（"）$ 2（"） （3）

其 中 1（"） %
2!!（"）1 2!"（"）

2"!（"）1 2""（"( )
）

，2（"） %

2!（"）

2"（"( )
）

是 ! 上已知的 &4($)5 连续函数，称以上

-’)./00 问题为问题 !。

将（6）式代入（3）式，并整理得

#（"）% 3 ! 1（"）
" ［#（"）!（,#）（"）］$

2（"）$［1（"）! 3］（+45）（"），"$ ! （!%）

这里 3 为二阶单位矩阵。若令

（6#）（"）% 3 ! 1（"）
" ［#（"）!（,#）（"）］$

2（"）$［1（"）! 3］（+45）（"）

于是问题 - 就转化为求解以下与之等价的奇异积分

方程

6# % # （!!）

定 理 61 设 1（"），2（"）$ (（!，$），5 $

78（!#），8 . #，! . $ . &，& % ! ! #
8 ，且-2-$ ’

9，-+45-$’ 9，9 是正常数，则当: . 9 . %，且满足不

等式% * -3 ! 1（"）-$ * : ! 9
:（! $ ’）$ 9 时，问题 -

存在唯一解，解的积分表示可由（+）式和（#）式给

出，其中常数 ’由（7）式确定，:是给定的正常数（满

足-#-$ ’ :）。

证明 1 取 8/0/9: 空间 (（!，$）中的一个闭子

集 ; % ｛# #$ (（!，$），-#-$ ’ :｝，由于

-6#-$ ’
-3 ! 1-$

" （! $ ’）-#-$ $ -2-$ $

-3 ! 1-$-+45-$ ’
-3 ! 1-$［:（! $ ’）$ 9］$ 9’ :

表明 6 是把集合 ; 映到自身的一个映射。

又对&#!，#" $ (（!，$），有

-6#! ! 6#"-$ ’
-3 ! 1-$

" ［-#! ! #"-$ $

’-#! ! #"-$］’
: ! 9

:（! $ ’）$ 9（! $ ’）-#! ! #"-$

由此可得-6#! ! 6#"-$’ <-#! ! #"-$，% * < *
!，则 6 是从集合 ; 映到自身的一个压缩映射。

根据 8/09: 不动点定理可知线性奇异积分方程

（!!）式存在唯一满足 (（&4($)5 连续）的解，从而问

题 - 有唯一适合 ( 的解，解可由（+）式和（#）式积

分表示，且解还可用逐次逼近法求得。 证毕

注1 当 1（"）为可逆常数矩阵时，定理 6 即文献

［7］的定理 6。
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