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一类平面微分系统极限环的存在性和唯一性
!
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摘! 要：将对一系列多项式微分系统的定性分析推广到对一类一般的平面微分系统的定性分析，即对一类平面微分

系统

@!
@" # $ %&%（!）’ !! $ (!")’%

@%
@" # !")$% &"（!{ ）

（其中 &%（!），&"（!）" *%（ $ E，’ E））进行定性分析。在适当的条件下，将该系统

化为F4G(’-@系统进行研究，构造函数"（!，%）# #
!

#
+（#）@# ’ %

" %"，对"（!，%）沿着上述微分方程组求导，运用 H+4(>’-G

的切性曲线法得到其极限环的不存在性的一系列充分条件。由 !) ") #$%&’()* 存在性定理得到闭轨存在的充分条
件，利用 I) J) =64;1唯一性定理得到极限环存在唯一性的充分条件。
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% 引言及引理
文献［%］对下面的三次平面微分系统进行了定

性分析，得出了系统的极限环的存在性、唯一性及不

存在性的条件

@!
@" # $ %（% $ ,!"）’ !! $ (!D

@%
@" # !（% $ ,!"{ ）

（%）

文献［"-D］讨论了一类三次系统的极限环问
题，文献［C］讨论了下面 ") ’ % 次系统极限环的唯
一性

@!
@" # $ %（% $ ,!")）’ !! $ (!")’%

@%
@" # !（% $ ,!"){ ）

（"）

文献［*］讨论一类广泛的奇次系统
@!
@" # $ %（% $ ,!")）’ !! $ (!")’%

@%
@" # !")$%（% $ .!"){ ）

（D）

的极限环问题。

本文讨论一类更广泛的平面微分系统

@!
@" # $ %&%（!）’ !! $ (!")’%

@%
@" # !")$% &"（!{ ）

（C）

其中，&%（!），&"（!）"*%（ $E，’E），且在原点附近
最多只有有限多个零点。在以后的讨论中始终假定

&%（!），&"（!）"*%（ $E，’E）。为方便起见，本文所
涉及的函数能保证解的存在唯一性。

对于系统（C），当 &%（!）# % $ ,!")，&"（!）# % $

.!") 时，系统（C）就化为系统（D），因此，本文可以看
作是文献［*］的推广。

" 主要结果及其证明
定理 % 当系统（C）满足下列条件
（+）!($ #；
（,）&"（!）% #；

（-）&%（!）" ’（!! $ (!")’%）" / #
则系统（C）不存在极限环。
证明 由条件（,）可知，系统（C）只有唯一的奇

点 0（#，#）。
若对于&!"（ $ E，’ E），&%（!）% #，对系统
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（!）作变换 "! " "!
##（$）
，变换后仍把 !记作 !，则系统

（!）化为系统
"$
"! " % & ’ "$ % ($$)’#

##（$）
" % & % *（$）

"&
"! " $$)%# #$（$）

##（$）
" +（${ ）

（%）

所以有 *,（$），+（$）" -&（ % ’，’ ’）。取 #（$，&）"

#
$

&
+（$）"$ ’ #

$ &$，则当 $% & 时

"#
"! （%）

" +（$）"$"! ’ & "&
"! "

% +（$）*（$）"
$$)（" % ($$)）#$（$）

##（$）
$ （(）

当 " " ( " &时，.（&，&）是中心；当 " " &，(%

& 时，由（(）式可知"#"! （%）
"

($!) #$（$）
##（$）

$ 保持常号且

当且仅当 $ " & " &时才为 &；所以由 )*+,-./0的切
性曲线法［(］，此时系统（!）无极限环；当 "( / & 时，

由（(）式可知"#
"! （%）

"
% "$$) # % (

"
$$( )) #$（$）

##（$）
$ 保

持常号且当且仅当 $ " & " & 时才为 &；所以由
)*+,-./0的切性曲线法［(］，此时系统（!）无极限环。
若 ##（$）在 .（&，&）附近至少存在两个零点，不

妨设 $# / & / $$，##（$#）" ##（$$）" &，且对&$"
（$#，$$），##（$）%&。由条件（!）可知，$ " $#和 $ "
$$ 是系统（!）无切直线，如果系统（!）存在极限环
必落在条形域 $# / $ / $$ 内。在此条形域内作变换

"! " "!
##（$）
，变换后仍把 !记作 !，则系统（!）化为系

统（%）。由条件（"）、（#），在此域内，当 $ % & 时，
（(）式保持常号且当且仅当 $ " & " & 时才为 &，所
以由 )*+,-./0的切性曲线法［(］，此时系统（!）无极
限环。

同理可证，##（$）在 .（&，&）附近只有一个零点
时，系统（!）无极限环。 证毕

注 # 当 ##（$）" # % 0$$)，#$（$）" # % 1$$) 时，

定理 # 即为文献［%］中的定理 #。
下面可虑 "( 2 & 的情况。
定理 $ 当系统（!）满足下列条件
（"）"( 2 &；
（#）#$（$）% &；
（!）##（$）

$ ’（"$ % ($$)’#）$ 2 &；
（$）存在 $# / & / $$，使得 ##（$3）" &，$$)

3 /

"
( ，3 " #，$，且对&$"（$#，$$），##（$）% &，则系统

（!）不存在极限环。
证明 由条件（#）可知，.（&，&）是系统（!）唯

一的奇点。由条件（!）、（$）可知，$ " $# 和 $ " $$

是系统（!）无切直线，所以如果系统（!）存在极限
环必落在条形域4# "｛$# / $ / $$｝内。在此条形域

内作变换 "! " "!
##（$）
，变换后仍把 ! 记作 !，则系统

（!）化为系统（%）。由 $$)
3 / "

( ，3 " #，$，对区域4$ "

｛%
$) "
!( / $ /

$) "
!( ｝有4#’4$，所以在4#内有 $ /

$) "
!( ，由条件（#），当 $%&时，（(）式保持常号且当

且仅当 $ " & " &时才为 &，所以由 )*+,-./0的切性
曲线法［(］，此时系统（!）无极限环。
定理 1 当系统（!）满足下列条件
（"）"( 2 &，##（$），#$（$）是偶函数；

（#）仅当$ " 5
$) "
!( 时，#$ %

$) "
!( )(

"

#$
$) "
!( )(

" &；

（!）##（$）
$ ’（"$ % ($$)’#）$ 2 &；

（$）$# / & / $$，使得 ##（$3）" &，$$)
3 / "

( ，3 "

#，$，且对&$ "（$#，$$），##（$）% &，则系统（!）不
存在极限环。

证明 因为 ##（$），#$（$）是偶函数，所以只需考
虑 " 2 &，( 2 &的情况，对于 " / &，( / &，可以作变
换 $(% $，&(% &，!(% !而实现。由条件（#）可知，

系统（!）只有 1 个奇点 .（&，&），6（ %
$) "
!( ，&），

7（
$)

"
!( ，&）。由条件（!）和（$）可知，$ " $#和 $ "

$$ 是系统（!）无切直线，且奇点 . 在条形域 4# "
｛$# / $ / $$｝内，奇点 6，7落在条形域4# "｛$# /
$ / $$｝外，且无同时包含1个奇点的极限环，所以包
含奇点.的极限环应落在条形域4#内，包含奇点6，
7的极限环应分别落在条形域4$ "｛$$ / $ / ’’｝
和 41 "｛% ’ / $ / $#｝内。

对于包含奇点.的极限环，在4#内，用定理$同
样的方法可以证明系统（!）无极限环。由于系统（!）
的右端函数是关于原点对称的，且奇点 6，7 也是关
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于原点对称的，于是，只需考虑其中之一即可。下面

考虑包含奇点 !（ "
!# !
!$ ，"）的极限环。

作变换 % & )% "
!# !
!$ ，’ & )’，变换后 )%，)’仍记作

%，’，则系统（#）变为

$%
$( & " ’)%（% "

!# !
!$ ）* !（% "

!# !
!$ ）" $（% "

!# !
!$ ）

!#*%

$’
$( &（% "

!# !
!$ ）

!#"% )!（% "
!# !
!$

{
）

（&）
则 !点移到坐标原点，条形域+’ &｛" ( , % , %%｝

也相应地变为+’ &｛" ( , % , %% *
!# !
!$ ｝。利用定

理 % 的证明方法可类似地证明系统（&）无极限环，
即系统（#）在+’ &｛" ( , % , %%｝内无极限环。同

理，系统（#）在 +! &｛%! , % , * (｝内无极限环，
所以系统（#）在整个平面上都没有极限环。 证毕
定理 # 当系统（#）满足下列条件
（!）!$ - "；
（"）)%（%），)!（%）为偶函数；

（#）)%（%）- "，)!（%）- "，
)!（%）
)%（%）

- .，其中 .为

正常数；

（$）)%（%）在（"，* (）单调递减
则系统（#）至少存在一条闭轨线。
证明 因为 )%（%），)!（%）是偶函数，所以只需考

虑 ! - "，$ - "的情况，对于 ! , "，$ , "，可以作变
换 %(" %，’(" ’，((" (而实现。因为 )%（%）- "，

所以可以对系统（#）作变换 $( & $"
)%（%）
，变换后仍把

"记作 (，则系统（#）化为系统（)）。由 )!（%）- " 可
知，/（"，"）是系统（#）的唯一奇点。

%）由条件（"）可知，在实数域 ! 上，0（%）和
1（%）满足 *+,-./+01条件。

!）由条件（#）可知，当 %%"时，%1（%）& %!#·

)!（%）
)%（%）

- "，同时2（%）& #
%

"
1（#）$# & #

%

"
#!#"%

)!（#）
)%（#）

$# -

.
!#%

!#，所以 2（ 3 (）& * (。

’）当 " , % ,
!#

!
!$ 时，0（%）, "；当 "

!#
!
!$ ,

% , " 时，0（%）- "。

#）取 4 &
!# ! * %
!$ ，当 % - 4 时，0（%） -

!# ! * %
!$

)%（
!# ! * %
!$ ）
，当 % , " 4时，0（%）,

!# ! * %
!$

)%（
!# ! * %
!$ ）
。由

%2 &2 ’()*+,-.存在性定理［3］可得，系统（#）至少存
在一条闭轨线。 证毕

定理 ) 当系统（#）满足下列条件
（!）!$ - "；
（"）)%（%）" 5!（ " (， * (），)!（%）"

5%（ " (，* (），且为均偶函数；

（#）)%（%）- "，)!（%）- "，
)!（%）
)%（%）

- . - "；

（$）)%（%）在（"，* (）单调递减
则系统（#）存在唯一的极限环，且为稳定的。
证明 因为 )%（%），)!（%）是偶函数，所以只需考

虑 ! - "，$ - "的情况，对于 ! , "，$ , "，可以作变
换 %(" %，’(" ’，((" (而实现。
因为 )%（%）- "，所以可以对系统（#）作变换 $( &

$"
)%（%）
，变换后仍把 " 记作 (，则系统（#）化为系统

（)），由 )!（%）- "可知，/（"，"）是系统（#）的唯一
奇点。

%）因为 )%（%），)!（%）是偶函数，于是 1（%） &

%!#"% )!（%）
)%（%）
是奇函数；当 %% " 时，%1（%）- "。

!）因为 )%（%）是偶函数，于是 0（%） &

$%!#*% " !%
)%（%）
为奇函数；且当" , % ,

!#
!
!$ 时，0（%）,

"；当 % *
!# !
!$ 时，0（%）* "；由条件（$）可知，

0（%）单调递增；
’）因为 $ - "，且 )%（%）在（"，* (）单调递减，
所以 0（ * (）& * (。

由条件（#）可得，%!#"% )!（%）
)%（%）

* .%!#"%，而

#
*(

"
.%!#"%$% & * (，于是#

*(

"
1（%）$% & * (。

#） 06（%）&
［（!# * %）%!# " !］)%（%）*（ $%

!#*% " !%）) 6%（%）
)%（%）

! ，

而 )%（%）" 5!（ " (，* (），)!（%）" 5%（ " (，
* (），于是 06（%）和 1（%）在任何有界区域上满足
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!"#$%&’()条件。所以，由 *+ ,+ -."(&［/］定理，系统
（0）有唯一的极限环［1!2］，且为稳定的。 证毕

注 3 当 "4（#）$ 4 % &#3’，"3（#）$ 4 % (#3’ 时，
该定理即为文献［5］中的定理 5。
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