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变系数模型变窗宽局部 BC估计的渐近正态性
!

吴小腊，刘万荣，李泽华

（湖南师范大学 数学与计算机科学学院，长沙 D%##$%）

摘! 要：局部多项式回归方法已证明是一个有效的非参数回归方法，有优于流行核方法的特点，如设计的自适应性

和高的渐进效率。然而，它的一个缺点是缺乏稳健性。BC型估计是达到所需稳健性的一种自然预期。而且常窗宽

对齐次待估曲线是合理的，但对更复杂的曲线如非齐次的，异方差的曲线则失去灵活性，为了完全做到用模型数据

去估计参数，本文结合上述两种方法，对变系数模型的系数参数进行估计，并在其中嵌入一个变窗宽加以提高，得到

了估计的渐进正态性。
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其中 ! 是实值因变量，& "（&%，⋯，&#）
K 是 # 维随机向量，% 是一维随机变量，! $（·）（ $ " %，⋯，#）是具有相同

光滑程度的未知函数，" 是随机误差，且满足 (（" ) %，&）" #，A’-（" ) %，&）" #"（%）。

变系数模型是由 L’:;49 和 K4M:14-’(4（%IIJ）首先提出的，它是经典线性模型的一种有用的推广，它已被

广泛地应用于经济学、生物医学、流行病学、环境科学等学科中，有关模型（%）式中函数系数 ! $（·）的估计，

已有几种方法，当 ! $（·）（ $ " %，⋯，#）具有相同的光滑度时，文献［%］给出的局部最小平方方法是一种简单

而有用的 方 法，所 得 到 的 估 计 量 是 最 优 的，L’:;49（%IIJ）在 文 献［"］中 给 出 了 光 滑 样 条 和 核 方 法；

N’(（"###），K:’(2（"##%）提出了局部多项式和光滑样条的两步估计方法［JOD］，使得光滑参数的选择可以因

系数的不同而不同。唐庆国等在文献［*］中提出了一步估计方法用以估计变系数模型中具有不同光滑度的

未知函数。卢一强（"##J）通过 P 样条来近似模型（%）式中的 ! $（·），在有重复观测的情形下讨论了 P 样条 BC
估计的收敛速度［G］。

稳健的变窗宽局部线性回归继承了局部多项式回归的优点并且克服了最小二乘方法缺乏稳健性的缺

点，变窗宽的嵌入使得局部 BC估计能成功地处理空间非齐次性曲线、异方差性及非均匀设计密度。本文用变

窗宽局部 BC 估计对变系数模型的系数参数进行估计，在合适的正规条件下，所提的估计是存在的且是渐近

正态的。

% 变系数模型变窗宽 BC 估计

假设来自于模型（%）式的观测值（%*，&*，!*），%# *# + 是独立同分布的，!%（ ,），!"（ ,），⋯，!#（ ,）有连续

二阶导数，则对给定的点 ,#，在 ,# 的某一邻域里有 ! $（ ,）$ ! $（ ,#）’ !-$（ ,#）（ , . ,#）% /$ ’ 0$
%* . ,#

1+
，变系数模

型变窗宽 B2 估计定义为下列问题的解，极小化
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其中 3（·）是一核函数，$（·）是一给定的抗异常值的函数，1+ 是一趋于零的正数列，%（·）是反映在每一数据
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点磨光程度可变化的非负连续函数，
!"

!（#$）
为变窗宽。

极小化（!）式，得下列局部方程

"
"

$ % "
"（&$ ’"

(

) % "
［（*) + ,)

#$ ’ -#
!"

）.$)］）!（#$）/［
#$ ’ -#

!"
!（#$）］.$ % # （$）

"
"

$ % "
"（&$ ’"

(

) % "
［（*) + ,)

#$ ’ -#
!"

）.$)］）!（#$）/［
#$ ’ -#

!"
!（#$）］

#$ ’ -#
!"

.$ % # （%）

"（·）是 #（·）的导函数，.$ %（.$"，.$!，⋯，.$(）
&，.$)（"# $# "，"# )# (）表示 .$ 的第 ) 个分量的观测值，

$ )（ -#）和 $0)（ -#）的变窗宽局部 ’( 估计分别定义为（$）、（%）式的解 *) ) 和
1,)
!"

。

为了方便，首先给出如下记号。
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假设满足下列条件

"）!" ) #，且 "!" )+ .（") . ）；

!）3（"（%$）4 .$，#$）% #，且 &（.$，#$），5（.$，#$）存在；

$）设 . 和 # 的联合分布为 9（8，-），函数 9（8，-），&（8，-）和 5（8，-）在紧支撑 . > # 上对 - 有连续的偏导

数，且 9（8，-）2 #，系数函数 $ )（·）（ ) % "，⋯，(）及 #（·）有二阶连续导数；

%）核函数 /（·）是一对称的，且有紧支撑的概率密度函数，比如［ ’ "，"］；

/）对任意的（8，-）* . > #，5（8，-）大于零；

0）*’"，’!，+’"，’! 里每个元素是有界的，且 *"，" 正定；

1）函数 "（·）在 -# 的邻域里关于 - 一致满足：当 ,) # 时

3［ 234
? #,

"（% + ?）’ "（%）’ "0（%）? 4 8，-］% @（,），3［ 234
? #,

"0（% + ?）’ "0（%）? 4 8，-］% @（"）

! 系数参数估计的渐近性

定理 在条件 "）A 1）满足下，（$）、（%）式存在解，也就是说 1$ 存在，如果 1$ 是 $# 一致估计，则有

"!! " （ 1$ ’ $#）’ #B /!!
"（!（ -#））’!<’" 6!*"，"C:（ -#）

!（ -#）6$*"，"C:（ -#( )[ ]）
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成立。

在证明定理前，先给出如下引理。

引理 ! 以下约定 !!，!" ! # 或 !。令 "!!，!" ! "
#
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证明 因为（’$，%$，.$），! # $# # 是独立同分布的。
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将（’）式代入 1!!，!" 的表达式中，类似引理 ! 的证法，可得引理 "。 证毕

引理 ( 令 9#，! ! "
#

$ ! !
"2（#$）$$%$%

)
$ &$（’$ ( )#）!，则 9#，! ! #,!-!

#
!

（$（ )#））!5!’!，!（! - 0+（!））。

证明方法同引理 !。
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由条件 ,）及类似引理 ! 的证明方法得引理 ’ 的结论。 证毕

证明（定理）由（(）、（*）式知
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由（-）式及前面所给的记号知
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由（.）式及引理 ! > * 有
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$ $
#（+$，!，"$$

! +$，$）& 的渐近分布，设 /$ 和 /# 是任意两个不同时为 ! 的 . 0 $ 向量，记 1! *
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独立同分布的中心极限定理
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联合（+）3（*）式有定理的结论成立。
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