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摘! 要：研究了二元复变双解析函数的一个非线性边值问题。首先给出了二元复变双解析函数的定义，讨论了二元

双解析函数的 2/-@3> 积分定理和 2/-@3> 积分公式；其次给出了二元复变双解析函数的 2/-@3>DE(;F3,08 型积分和

G0;8;0H 公式；最后，在此基础上提出了一个非线性边值问题，并将此边值问题转化为积分方程组问题，然后利用积

分方程方法和 ?@3/-F;( 不动点定理证明解的存在性，并获得解的积分表达式
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中图分类号：JBK%) * 文献标识码：&! ! ! 文章编号：BCK"D CCLI（"##$）#"D ##"LD #$

! ! 在文献［B］和［"］中讨论了多复变解析函数 2/-@3> 型积分的边界性质，并获得了 G0;8;0H 公式。后来，

文献［I］讨论了多复变广义解析函数的一个边值问题，文献［%］对多复变函数一阶拟线性椭圆型方程组的广

义 M6;8/..DN60O;(= 边值问题作了研究。文献［*DK］讨论了多复变函数在多圆柱型区域上的一些边值问题。

特别是在文献［$］中，黄沙研究了二元复变解析函数于双圆柱域上的一个非线性边值问题，文献［L］研究了

二元复变解析函数一个带位移的一个非线性边值问题，文献［B#］又研究了二元复变广义解析函数的一个边

值问题。另外，在文献［BBDB"］中研究了单复变函数的双解析函数性质和一些边值问题。本文在此基础上，

利用与文献［BI］相类似的方法，给出了二元复变双解析函数的定义和 G0;8;0H 公式，研究了二元复变双解析

函数于双圆柱域上的非线性边值问题。

B 预备知识

设 (" 空间中单位双圆柱域为 ) # )B * )"，设 )B，)" 的边界分别为 $B P + "B + # B，$" P + "" + # B，记 $ #

$B * $"，用 )’
, ，)&

,（, # B，"）分别表示 ), 的内部和外部。设 % #（ %B，%"）# $，当点 " #（ "B，""）从 )-
B * )-

" 趋

于 % 时，记函数 "（ "）# "（ "B，""）的相应极限值为 " - -（ %B，%"）。

设 !（ %B，%"）为 $ 上的二元复变函数，若任给 %，## $ 有 + !（ %）& !（#）+$ .B + % & # + $，其中 + % & # + #

%
"

, # B
+ %, & #, +( )"

B
" ，# / $ / B，.B 是正常数，则称 !（ %）# !（ %B，%"）在 $ 上满足 NQ0F;( 条件，并记为 !（ %）#

0（$，$）。

定义 !（ %）的范数为 &!&$ # (（!，$）’ 0（!，$，$），其中，(（!，$） # 8/R
%#$

+ !（ %）+ ，0（!，$，$） #

<-’
%’#，%，##$

+ !（ %）& !（#）+
+ % & # + $

，则 0（$，$）构成 S/./@3 空间，并且

&!B ’ !"&$ $&!B&$ ’ &!"&$，&!B!"&$ $ ."&!B&$&!"&$ （B）

其中 ." 是正常数，!，!" # 0（$，$）。
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引理 ! 设函数 !（ "）在 # 内解析，在(# 上连续，则
!

（"!#）""$
!（!!，!"）$!!$!"

（!! % "!）（!" % ""）
& %，")(#，

!（ "），"#{ #
引理 "［&］ 设函数 "（!）在 $ 上连续，则 ’()*+, 型积分

#（ "!，""）& !
（"!#）""$ "（!!，!"）$!!$!"

（!! % "!）（!" % ""）
（ "’ ) $’） （"）

是 "!，"" 的解析函数，并且 #（ "!，- ）& #（- ，""）& #（- ，- ）& %。

" 二元双解析函数及其 ./010/2 公式

定义 ! 设二元复变函数 (（ "!，""）# )"（#），# & #! * #"。若 (（ "!，""）满足方程组

""(
" "!

" & %

""(
" ""

" &{ %
，则称

(（ "!，""）在 # & #! * #" 上为 "!，"" 的二元双解析函数。

定理 ! 设 (（ "!，""）在 # 内 为 双 解 析 函 数，且 (（ "!，""）和
""(
" "!

，
""(
" ""

，
""(

" "!" ""
在 (# 上 连 续，则

"$ (（ "!，""）% "! % +!
"(
" "!

% "" % +"
"(
" ""

,（ "! % +!）（ "" % +"）
""(

" "!" "
[ ]

"
$"!$"" & %，其中 + 为二维复平面上的

任一定点。

证明 由(（"!，""）在# & #! * #" 内为双解析函数，即

""(
" "!

" & %

""(
" ""

" &{ %
。令#（"!，""）& (（"!，""）% "! % +!

"(
" "!

%

"" % +"
"(
" ""

,（"! % +!）（"" % +"）
""(

" "!" ""
，于是有

"#
" "!

& "(
" "!

% "(
" "!

% "! % +!
""(
" "!

" % "" % +"
""(

" "!" ""
, "" % +"

""(
" "!" ""

,（"! % +!）（"" % +"）
"3(

" "!
"" ""

& %。同理可得
"$
" ""

& %，故 #（ "!，""）在 # & #! * #" 内解析，又由已知

#（ "!，""）在(# 上连续，所以结论成立。 证毕

由引理 ! 和定理 ! 有二元双解析函数的 ’()*+, 积分公式。

定理 " 设 (（ "!，""）在 # 内为双解析函数，且 (（ "!，""）和
"(
" "!

，
"(
" ""

，
""(

" "!" ""
在(# 上连续，则

!
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&

%，（ "!，""）)(#

(（ "!，""），（ "!，""）#{ #
定义 " 设 "!（ -!，-"），""（ -!，-"），"3（ -!，-"），"4（ -!，-"）为 $ & $! * $" 上的绝对可积函数。称

(（ "!，""）& !
（"!#）""$ "!（ -!，-"）$-!$-"

（ -! % "!）（ -" % ""）
% !
（"!#）""$
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, !
（"!#）""$

（ -! % "!）（ -" % ""）"4（ -!，-"）$-!$-"
（ -! % "!）（ -" % ""）

（3）

为 ’()*+,5670$+8/1 型积分。其中｛"!（ -!，-"），""（ -!，-"），"3（ -!，-"），"4（ -!，-"）｝为核密度。

定理 3 设 "!（ -!，-"），""（ -!，-"），"3（ -!，-"），"4（ -!，-"）为 $ 上的连续函数，则 ’()*+,5670$+8/1 型积分（3）

在 $ 外是双解析函数，且 (（ "!，- ），(（- ，""），(（- ，- ）有界。
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证明 由
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& !
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%! & "!!"$%!$%"
（ %! & "!）（ %" & ""）

& !
（"!#）""$

%" & ""!%$%!$%"
（ %! & "!）（ %" & ""）

’

!
（"!#）""$

（ %! & "!）（ %" & ""）!&$%!$%"
（ %! & "!）（ %" & ""）

# !
（"!#）""$ !! &［*%!!" ’ *%"!% & %! %"!&］

（ %! & "!）（ %" & ""）
$%!$%" ’

"!
（"!#）""$ !" &*%"!&

（%! & "!）（%" & ""）
$%!$%" ’

""
（"!#）""$ !% &*%!!&

（%! & "!）（%" & ""）
$%!$%" ’

"! ""
（"!#）""$ !&

（%! & "!）（%" & ""）
$%!$%"。

根据引理 " 可知

!
（"!#）""$ !! &［*%!!" ’*%"!% & %!%"!&］

（%! & "!）（%" & ""）
$%!$%"，

!
（"!#）""$ !" &*%"!&

（%! & "!）（%" & ""）
$%!$%"，

!
（"!#）""$ !% &*%!!&

（%! & "!）（%" & ""）
$%!$%"，

!
（"!#）""$ !&

（ %! & "!）（ %" & ""）
$%!$%" 在 $ 外是解析函数，从而可证 !（ "!，""）在 $ 外是双解析函数。显然也有

!（ "!，’ ），!（’ ，""），!（’ ，’ ）有界。

引进奇异积分算子

(!! # !
!#"$!

!（"!，%"）

"! & %!
$"!，("! # !

!#"$"
!（"!，%"）

"" & %"
$""，(%! # !

（!#）""$ !（"!，""）

（"! & %!）（"" & %"）
$"!$""，

)!! # !
!#"$!

"! & %!!（"!，%"）

"! & %!
$"!，)"! # !

!#"$"
"" & %"!（ %!，""）

"" & %"
$""，

*!! # !
（!#）""$ "! & %!!（"!，""）

（"! & %!）（"" & %"）
$"!$""，*"! # !

（!#）""$ "" & %"!（"!，""）

（"! & %!）（"" & %"）
$"!$""，

*%! # !
（!#）""$

（"! & %!）（"" & %"）!（"!，""）

（"! & %!）（"" & %"）
$"!$""，%+ # $+，+ # !，"。 证毕

引理 %［(］ 设 )*+,-. 型积分（"）式中 !（ %）# ,（$，#），则

$ ’ ’（ %!，%"）# !
&［! ’ (!! ’ ("! ’ (%!］，$ ’ &（ %!，%"）# !

&［ & ! & (!! ’ ("! ’ (%!］

$ & ’（ %!，%"）# !
&［ & ! ’ (!! & ("! ’ (%!］，$ & &（ %!，%"）# !

&［! & (!! & ("! ’ (%!{ ］

（&）

定理 & 设 )*+,-./012$-345 型积分（%）式中 !!（ %!，%"），!"（ %!，%"），!%（ %!，%"），!&（ %!，%"）# ,（$，#），则对

于（ %!，%"）# $ 有下列 6425247 公式

!’’（ %!，%"）# !
&［!! ’ (!!! ’ ("!! ’ (%!! & )!!" & )"!% & *!!" & *"!% ’ *%!&］

!’&（ %!，%"）# !
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&［ & !! ’ (!!! & ("!! ’ (%!! & )!!" ’ )"!% & *!!" & *"!% ’ *%!&］

!&&（ %!，%"）# !
&［!! & (!!! & ("!! ’ (%!! ’ )!!" ’ )"!% & *!!" & *"!% ’ *%!&













 ］

（8）

或 !’’（ %!，%"）& !’&（ %!，%"）& !&’（ %!，%"）’ !&&（ %!，%"）# !!

!"!
’ ’（ %!，%"）# !

&［!" ’ (!!" ’ ("!" ’ (%!" & )"!& & *"!&］

!"!
’ &（ %!，%"）# !

&［ & !" & (!!" ’ ("!" ’ (%!" & )"!& & *"!&］

!"!
& ’（ %!，%"）# !

&［ & !" ’ (!!" & ("!" ’ (%!" ’ )"!& & *"!&］

!"!
& &（ %!，%"）# !

&［!" & (!!" & ("!" ’ (%!" ’ )"!& & *"!&
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或 !"!
# #（ $!，$"）% !"!

# %（ $!，$"）% !"!
% #（ $!，$"）# !"!

% %（ $!，$"）& !"

!""
# #（ $!，$"）& !

#［!$ # ’!!$ # ’"!$ # ’$!$ % (!!# % )!!#］

!""
# %（ $!，$"）& !

#［ % !$ % ’!!$ # ’"!$ # ’$!$ # (!!# % )!!#］

!""
% #（ $!，$"）& !

#［ % !$ # ’!!$ % ’"!$ # ’$!$ % (!!# % )!!#］

!""
% %（ $!，$"）& !

#［!$ % ’!!$ % ’"!$ # ’$!$ # (!!# % )!!#













 ］

（%）

或 !""
# #（ $!，$"）% !""

# %（ $!，$"）% !""
% #（ $!，$"）# !""

% %（ $!，$"）& !$

!"!""
# #（ $!，$"）& !

#［!# # ’!!# # ’"!# # ’$!#］

!"!""
# %（ $!，$"）& !

#［ % !# % ’!!# # ’"!# # ’$!#］

!"!""
% #（ $!，$"）& !

#［ % !# # ’!!# % ’"!# # ’$!#］

!"!""
% %（ $!，$"）& !

#［!# % ’!!# % ’"!# # ’$!#













 ］

（&）

或 !"!""
# #（ $!，$"）% !"!""

# %（ $!，$"）% !"!""
% #（ $!，$"）# !"!""

% %（ $!，$"）& !#

证明 !（ "!，""）& !
（"!’）""* !! %［*$!!" # *$"!$ % $! $"!#］

（ $! % "!）（ $" % ""）
($!($" #

"!
（"!’）""* !" % *$"!#

（ $! % "!）（ $" % ""）
($!($" #

""
（"!’）""* !$ % *$!!#

（ $! % "!）（ $" % ""）
($!($" #

"! ""
（"!’）""* !#

（ $! % "!）（ $" % ""）
($!($"

令 + & !! %［*$!!" #*$"!$ % $! $"!#］，, & !" %*$"!#，- & !$ %*$!!#。由 !!（$!，$"），!"（$!，$"），!$（$!，$"），!#（$!，$"）#
.（*，"），可证 +，,，-# .（*，"）。于是根据引理 $，有（)）式成立。又

!"!（ "!，""）& !
（"!’）""* !" % *$"!#

（ $! % ""）（ $" % ""）
($!($" #

""
（"!’）""* !#

（ $! % "!）（ $" % ""）
($!($"，

!""（ "!，""）& !
（"!’）""* !$ % *$!!#

（ $! % ""）（ $" % ""）
($!($" #

"!
（"!’）""* !#

（ $! % "!）（ $" % ""）
($!($"，

!"!""（ "!，""）& !
（"!’）""* !#

（ $! % "!）（ $" % ""）
($!($"。同理可证（*）/（&）式成立。

$ 问题的提出

设 01（ $），21（ $），31（ $），41（ $），51（ $）（ 1 & !，"，$，#）为 * & *! 6 *" 上给定的二元复变函数，

,!（ $，!##，!#%，!%#，!%%），,"（ $，!"!
# #，!"!

# %，!"!
% #，!"!

% %），,$（ $，!""
# # ，!""

# %，!""
% # ，!""

% %），

,#（ $，!"!""
# #，!"!""

# %，!"!""
% #，!"!""

% %）在 * 6 3 6 3 6 3 6 3 上给定（3 为复平面），求在 4#
! 6 4#

" ，4#
! 6 4%

" ，4%
!

6 4#
" ，4%

! 6 4%
" 内双解析，在(4#

! 6(4#
" ，(4#

! 6(4%
" ，(4%

! 6(4#
" ，(4%

! 6(4%
" 上连续的函数!（ "!，""），使它满足!#%（ "!，

+ ），!%#（+ ，""），!%%（+ ，+ ）有界，且适合下列非线性边界条件

0!（ $）!## # 2!（ $）!#% # 3!（ $）!%# # 4!（ $）!%% & 5!（ $）,! （,）

0"（ $）!"!
# # # 2"（ $）!"!

# % # 3"（ $）!"!
% # # 4"（ $）!"!

% % & 5"（ $）," （!-）

0$（ $）!""
# # # 2$（ $）!""

# % # 3$（ $）!""
% # # 4$（ $）!""

% % & 5$（ $）,$ （!!）

0#（ $）!"!""
# # # 2#（ $）!"!""

# % # 3#（ $）!"!""
% # # 4#（ $）!"!""

% % & 5#（ $）,# （!"）

其中 $ &（ $!，$"）# *，称以上问题为问题 7。

假设 ./01234567(289: 型积分（$）式为问题 7 的解，将（)），（*），（%），（&）式分别代入（,），（!-），
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（!!），（!"）式有

!!!! " !! （!#）

!"!" " !" （!$）

!#!# " !# （!%）

!$!$ " !$ （!&）

其中积分算子 !#（ # " !，"，#，$）分别为

!!!! "（$! % &!）（!! % ’!!! % ’"!! % ’#!!）%（(! % )!）（ * !! % ’!!! * ’"!! % ’#!#）%
（&! % )!）（"!! * "’!!!）%（! * $&!）!! * $+! ,! *（$! * &! % (! * )!）-!!" *

（$! % &! * (! * )!）-"!# *（$! % &! % (! % )!）（.!!" % ."!# * .#!$）

!"!" "（$" % &"）（!" % ’!!" % ’"!" % ’#!"）%（(" % )"）（ * !" % ’!!" * ’"!" % ’#!"）%
（&" % )"）（"!" * "’!!"）%（! * $&"）!" * $+"," *（$" % &" * (" * )"）-"!$ *（$" % &" % (" % )"）."!$

!#!# "（$# % &#）（!# % ’!!# % ’"!# % ’#!#）%（(# % )#）（ * !# % ’!!# * ’"!# % ’#!#）%
（&# % )#）（"!# * "’!!#）%（! * $&#）!# * $+#,# *（$# * &# % (# * )#）-!!$ *（$# % &# % (# % )#）.!!$

!$!$ "（$$ % &$）（!$ % ’!!$ % ’"!$ % ’#!$）%（($ % )$）（ * !$ % ’!!$ * ’"!$ % ’#!$）%
（&$ % )$）（"!$ * "’!!$）%（! * $&$）!$ * $+$ ,$

于是问题 / 等价地转化为奇异积分方程组的问题。

$ 问题 / 解的存在性和积分表示式

引理 $［’］ 设 !（ 0）# 1（2，"），则存在与 ! 无关的正常数 3# 使得

&! 4 ’#!&" $ 3#&!&"，&’#!&" $ 3#&!&"（ # " !，"），&’"! 4 ’#!&" $ 3#&!&"，

&! % ’!! % ’"! % ’#!&" $ 3#&!&"，& * ! * ’!! % ’"! % ’#!"&" $ 3#&!&"，

& * ! % ’!! * ’"! % ’#!&" $ 3#&!&"，&! * ’!! * ’"! % ’#!&" $ 3#&!&"。

推论 ! 设 !（ 0）# 1（2，"），则有 -5!，.#! # 1（2，"）且 &-5!&" $ 3$&!&"，5 " !，"，&.#!&" $
3$&!&"，# " !，"，#。其中 3$ 是与 ! 无关的正常数。

证明 由

-!! " !
!("2!

#! * 0!!（#!，0"）

#! * 0!
)#! " !

!("2!
#!!（#!，0"）

#! * 0!
)#! *

0!
!("2!

!（#!，0"）

#! * 0!
)#! " ’!（ 0!!）* 0!’!!，又由 !（ 0）#

1（2，"），可知0!!（ 0）# 1（2，"），于是根据引理 $ 得 ’!（ 0!!），0!’!!# 1（2，"），从而 -!!# 1（2，"）。同理有

-"!，.#!# 1（2，"），并且可证&-5!&" $ 3$&!&"，5 " !，"，&.#!&" $ 3$&!&"，# " !，"，#。其中 3$ 是

与 ! 无关的正常数。

定理 % 设问题 / 中的 $#（ 0），&#（ 0），(#（ 0），)#（ 0），+#（ 0）# 1（2，"）（ # " !，"，#，$），且

6 ,#（ 0，$ % %
! ，$ % *

! ，$ * %
! ，$ * *

! ）* ,（ 07，$ % %
" ，$ % *

" ，$ * %
" ，$ * *

" ，）6$
3% 6 0 * 07 6 " % 3& 6 $

% %
! * $ % %

" 6 % ⋯ % 3* 6 $
* *
! * $ * *

" 6 （!+）

其中+0，07# 2，35（5 " %，⋯，*）为正常数，$表8，89!，89"，89!9"。又设 ,#（,，,，,，,，,）" ,，且&$# 4 &#&" : ;，

&(# 4 )#&" : ;，&)# % &#&" : ;，&! * $&#&" : ;，&$# 4 &# 4 (# 4 )#&" : ;，, : ; : !，# " !，"，#，

$，, : < " 3";（! % %3$ % #3#）: !，&+#&" : %，则当 , : % : =（! * <）
$3"（3!, % 3!!=）

时，问题 / 可解，其表达式

为（#）式，3!,，3!!，= 为给定的正常数（&!#&" $ =）。

证明 记连续函数空间 (（2）的闭子集 > " ｛! 6 !# 1（2，"），&!&" $ =｝，由文献［’］的定理 # 可知

至少存在一个 !$ # > 适合奇异积分方程（!&）。

由（!）和（!%）式有

&!#!#&" $ 3"&$# % &#&"&!# % ’!!# % ’"!# % ’#!#&" %
3"&(# % )#&"& * !# % ’!!# * ’"!# % ’#!#&" % 3"&&# % )#&"&"!# * "’!!#&" % 3"&! * $&&"&!#&" %
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!!"&"#&!&##&! $ !"&%# & ’# $ (# & )#&!&*$"!&! $ !"&%# $ ’# $ (# & )#&!&+$"!&! （$%）

由（$&）式，并运用与文献［%］相同的方法可得

&##（ ,，-."
$ $ ，-."

$ & ，-."
& $ ，-."

& & ）&! $ !$’ $ !$$&"#&! （$(）

!$’，!$$ 为正常数。由此，当 "# # /，根据题设，并利用（$%），（$(）式以及引理 ! 和推论 $ 有

&0#"#&! $ !"1［#!# $ $］&"#&! $ "!"1!!&"!&! $ !!"&"#&!&##&! $
!"1［#!# $ "!! $ $］2 $ !!"#［!$’ $ !$$2］$ 32 $ !!"#［!$’ $ !$$2］$ 2

故 0# 是闭凸子集 / 到自身的映射。

下证 0# 是 / 上的连续映射。对任意函数列｛"#
（4）｝# /，且｛"#

（4）｝于 5 上一致收敛于 "#（ ,）# /，,# 5，

即对任意 $ 6 ’，当 4 充分大时，有&"#
（4） & "#&! 7 $。而由文献［%］可得，对任意 $ 6 ’，当 4 充分大时有

8 9$"#
（4） & 9$"# 8 7 :$$，8 9""#

（4） & 9""# 8 7 :$$，8 9#"#
（4） & 9#"# 8 7 :$$ （"’）

其中 :$ 为正常数。另外

8 *$"#
（4） & *$"# 8 ; $

!)"5$
%$ & ,$
%$ & ,$

（"#
（4） & "#）*%$ $&"#

（4） & "#&!
$
! "5$ 8 *%$ 8 7 "$ （"$）

记 &（4）
# （%$，%"） ; "#

（4）（%$，%"）& "#
（4）（ ,$，%"）& "#

（4）（%$，,"）$ "#
（4）（ ,$，,"），&#（%$，%"） ; "#（%$，%"）&

"#（ ,$，%"）& "#（%$，,"）$ "#（ ,$，,"）。则有

8 &（4）
# （%$，%"）8$ "&"#

（4）&! 8 %$ & ,$ 8 !，8 &（4）
# （%$，%"）8$ "&"#

（4）&! 8 %" & ," 8 !；

8 &#（%$，%"）8$ "&"#&! 8 %$ & ,$ 8 !，8 &#（%$，%"）8$ "&"#&! 8 %" & ," 8 ! （""）

记 +$"
（4）
# （ ,）& +$"#（ ,）; <$（5）$ ⋯ $ <+（5），, ;（ ,$，,"），5 ; 5$ = 5"，其中

<$（5）; $
（!)）""5 %$ & ,$&

（4）
# （%$，%"）

（%$ & ,$）（%" & ,"）
*%$*%"，<"（5）; & $

（!)）""5 %$ & ,$&#（%$，%"）

（%$ & ,$）（%" & ,"）
*%$*%"，

<#（5）; $
（!)）""5 %$

& ,$［"（4）
# （,$，%"）& "#（,$，%"）］

（%$ & ,$）（%" & ,"）
*%$*%"，<!（5）; $

（!)）""5 %$
& ,$［"（4）

# （%$，,"）& "#（%$，,"）］

（%$ & ,$）（%" & ,"）
*%$*%"，

<+（5）; & $
（!)）""5 %$ & ,$［"（4）

# （ ,$，,"）& "#（ ,$，,"）］

（%$ & ,$）（%" & ,"）
*%$*%"。

以 , ;（ ,$，,"）# 5 ; 5$ = 5" 作 , 的 #’ 领域，其中 ’ ;（’"$ $ ’""）
$
" 。记 5> ; 5>$ $ 5>"，> ; $，"。5>$ 为在 ?（ ,>，#’>）

内部的部分，5>" 为在 ?（ ,>，#’>）外部的部分，则有

<>（5）; <>（5$ = 5"$）$ <>（5$ = 5""），> ; $，"
记 8 %$ & ,$ 8 ; ($，8 %" & ," 8 ; ("，则 8 *%$ 8 ; *($，8 *%" 8 ; *("，所以

8 <$（5$ = 5"$）8$ $
!""5$=5"$ &（4）

# （%$，%"）
%" & ,"

8 *%$ 8 8 *%" 8$
!&"（4）

# &!

! "
#’"

’
8 %" & ," 8 !

&$ 8 *%" 8$
!&"（4）

# &!

!!
（#’"）!$

:"’!，其中 :" ; !
!!

#!&"（4）
# &!。同理 8 <"（5$ = 5"$）8$ :#’!，其中 :# ; !

!!
#!&"#&!。

令 @（%$，%"）; &（4）
# （%$，%"）& &#（%$，%"）;［"（4）

# （%$，%"）& "#（%$，%"）］&［"（4）
# （ ,$，%"）& "#（ ,$，%"）］&

［"（4）
# （%$，,"）& "#（%$，,"）］$［"（4）

# （ ,$，,"）& "#（ ,$，,"）］

类似于（""）有

8 @（%$，%"）8$ "&"（4）
# & "#&! 8 %$ & ," 8 !，8 @（%$，%"）8$ "&"（4）

# & "#&! 8 %" & ," 8 !

8 <$（5$ = 5""）$ <"（5$ = 5""）8 ; $
（!)）""5$=5""

%$ & ,$［&（4）
# （%$，%"）& &#（%$，%"）］

（%$ & ,$）（%" & ,"）
*%$*%" $

$
!""5$=5""

@（%$，%"）

%" & ,"
8 *%$ 8 8 *%" 8$

!
!&"（4）

# & "#&!"
%"

#’"
8 %" & ," 8 !

&$ 8 *%" 8$

!
!!&"（4）

# & "#&!%
!
" 7 :!$

其中 %" 为 )" 的直径，:! ; !
!!

%!
" 。
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! "!（#）! $ "
（!#）$"# !"

% &"［"（’）
! （ &"，!$）% "!（ &"，!$）］

（!" % &"）（!$ % &$）
%!"%!$ $

"
!#"#"

!" % &"
!" % &"

%!"
"
!#"#$

"（’）
! （ &"，!$）% "!（ &"，!$）

!$ % &$
%!$ $ $ ! ($"

（’）
! % ($"! ! ) $*"#

同理可得 ! "&（#）! $ ! +""
（’）
! % +""! ! ) $#，! "’（#）! ) $#。于是有

! ,""
（’）
! （ &）% ,""!（ &）! $ ! ""（#）- ⋯ - "’（#）! )（*$ - *!）$% -（$*" - *& - &）#

所以对于任意的 # . (，可取 $ 充分小，当 ’ 充分大时，对+& $（ &"，&$）# #，有

! ,""
（’）
! （ &）% ,""!（ &）! ) *’#（*’ 为正常数） （$!）

综合（"’），（")），（$(），（$"）和（$!）式，必存在正常数 *，使得 ! /!"!
（’） % /!"! ! ) *#，即 /! 是 0 到自

身的连续映射。依据 *+,-./0*123.# 定理知，0 是连续函数空间 1（#）中的紧集。因此连续映射 /! 是 1（#）中闭

凸集 0到自身的映射，并且/!（0）也是1（#）中的紧集。再由 425/6%-+不动点定理有，至少存在一个"!（ &）#
2（#，%）适合奇异积分方程（"’）。

同理可证，至少存在一个 "$（ &），""（ &）# 0, 2（#，%）分别适合奇异积分方程（"&）和（"!）。于是问题 3
至少存在一个解 4（ 5"，5$），并且以（!）式为解的积分表达式。
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