
书书书

! "##$ 年 % 月 重庆师范大学学报（自然科学版） &’() "##$
第 "* 卷 第 " 期 +,-(./0 ,1 23,.456.4 7,(8/0 9.6:;(<6=>（7/=-(/0 ?@6;.@;） A,0) "* 7,) "

关于 B6C,./@@6三角形猜想 ! D EE 的证明!

林 丽 娟

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 %###%F）

摘! 要：B6C,./@@6数列和 G-@/<数列的性质一直是数论中重要的研究内容之一，本文利用 B6C,./@@6数列的性质研究
了 B6C,./@@6三角形猜想在 ! D EE 时的情形，讨论了以 B6C,./@@6数 "#，"# H EE，"# H EE为边长并且面积为整数的三角形的

存在性问题。首先假设猜想不成立，由边长和面积为整数，结合 B6C,./@@6数列自身的性质得出边长之间所要满足的
等量关系，然后对等式两边取模，利用 +/@,C6符号得出矛盾，从而证明了 B6C,./@@6三角形猜想在 ! D EE 时成立，即不
存在以 B6C,./@@6数 "#，"# H EE，"# H EE为边长并且面积为整数的三角形。

关键词：B6C,./@@6数；G-@/<数；B6C,./@@6三角形；平方剩余；+/@,C6符号
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! ! 由 "# D#，"E DE，"# H" D "# HE H "#（#"#）和 $# D
"，$E D E，$# H " D $# H E H $#（#"#）所定义的递归数列
分别称为 B6C,./@@6 数列和 G-@/< 数列。B6C,./@@6
数列和 G-@/<数列的性质一直是数论中重要的研究
内容之一。ELL# 年，N) N/(C,(=3 和 &) O;8.6=P［E］在
研究有理数距离的构形时提出 B6C,./@@6 三角形猜
想，国内首先由陈计在文献［"］中提及：
定义 边长为整数且面积也为整数的三角形称

为 N;(,.三角形，边长为 B6C,./@@6 数的 N;(,. 三角
形称为 B6C,./@@6三角形。
猜想 当 E#! Q #时，不存在边长为 "# R !，"#，"#

的 N;(,.三角形。
N) N/(C,(=3和 &) O;8.6=P证明了 ! D E 或 ##"*

时猜想成立。曹珍富［M］发现了有研究该问题在 ! D
"，M，% 时的一般方法。ELL* 年，文献［%］借助对 %&"

型 B6C,./@@6数的有关结论，确定了 E Q !#* 时猜想
均成立并且将成立的下界计算到 # S E####。杨仕
椿［*］以及何波［J］运用与文献［M］完全不同的方法，
证明了 ! D * 时猜想成立。何波运用递推序列方法
证明了 ! D J 时猜想成立，笔者［F］运用递推序列方法
证明了 ! D F 时猜想成立。本文运用递推序列方法，
给出 ! D EE 时猜想成立的一个初等证明，即
定理 不存在边长为 "#，"# H EE，"# H EE的 N;(,. 三

角形。

E 相关引理

需要引入 B6C,./@@6 数［$］的负指标［L］，即对于 #"
#，有 " R # D（ R E）# R E"#，此时原有递推关系仍然成

立，文中
#( )’ 表示 +/@,C6 符号，(’$# 表示 (’ T # 且

(’ H E T) #。
引理 E［E#］E）" T"#%M T #；"）"’ T "#%M·"’ R " T #，

（’"M）。
引理 " 如果以 "#，"# H EE，"# H EE为边长的三角形

是 B6C,./@@6 三角形，则
"#

" ，"#( )H EE D（"#，"# H EE）D

"#，# H EE D "（#，EE）。

证明 设此三角形的面积为 *，+ D（"#，"# H EE），

则

EJ*" D %""
#"

"
# H EE R "%

# D

+"""
# %

""
# H EE

+" R
""

#

+( )" （E）

由（E）式知，%
""

# H EE

+" R
""

#

+"为一个平方数，于是 %
""

# H EE

+"

R
""

#

+"&#或 E（8,U %），又 %
""

# HEE

+" &# 或 E（8,U %），则

""
#

+"&# 或 M（8,U %），而
""

#

+"也是一个平方数，故
""

#

+"&#
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引理 + 如果以 !"，!" ) **，!" ) **为边长的三角形

是 ,-."/011-三角形，则 2 ’ "。
证明 设此三角形的底边上的高为 $，则 $& (
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"，设 # (（!"，!" )**），于是（
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&#均为平方数，故
!"

&#只能

是
!"

&#&%（!"#$），故 4 ’!"，由引理 * 知 2 ’ "。 证毕

引理 $ 若 % ( & &，& 5 %，则 3 *
’( )

%
( 3 *。

证明 & ( * 时，’& ( +；& 5 * 时，有 ’& & ( ’&
& & 3 * 3 &&

+（!"# $），均有 3 *
’( )

%
( 3 *。 证毕

引理 6［7］设 ( & 8 &（ !"# 2），有 !" ) &(& &
（ 3 *）&!"（!"# ’(），& 5 %。
引理 2［7］&!% ) " ( !%’" ) !"’%。

& 定理的证明
证明 假设存在以 !"，!" ) **，!" ) **为边长的 ,-9

."/011-三角形，底边上的高为 $，则 $ 是整数，且 $& (

!&
" ) ** 3 *

$ !&
" (（!" ) ** ) *

& !"）（!" ) ** 3 *
& !"），设# (

（!"，!" ) **），由引理 &，# (（
!"

& ，!" ) **）(（!"，!" ) **）

( !（"，" ) **）( !（"，**），于是 # ( * 或 47。可设

!" ) ** ) *
& !" ( #)&，!" ) ** 3 *

& !" ( #*& （&）

其中（)，*）( *，# ( * 或 # ( 47。
由引理 + 知 2 ’ "，设 " ( 2(，下面分情况讨论：
!）当 # ( * 时，由（&）式得

)& ( !" ) ** ) *
& !" （+）

对（+）式取模 +*，周期 +%，当 "&%，*&，*4（!"# +%）

时，)&&!" ) ** ) *
& !"&&:，&+，&&，&:，&+，&& 均为 +*

的平方非剩余，排除；对（+）式取模 **，周期 *%，当 "

&2（!"# +%），)&&!" ) ** ) *
& !"&2（!"# **），2 为

** 的平方非剩余，排除，剩下 "&&$（!"# +%）等价于
"&&$，6$，4$，**$（!"# *&%）；对（+）式取模 $*，周期

$%，当 "&&$，4$（!"# *&%）时，)&&!" ) ** ) *
& !"&

&$，*:（!"# $*），&$，*: 为 $* 的平方非剩余，排除，
剩下 "&6$，**$（!"# *&%）；对（+）式取模 &*2*，周

期 4%，当 "&6$，*:$，（!"# &$%）时，)&&!" ) ** ) *
& !"

&*6%&，267（!"# &*2*），*6%&，267 为 &*2* 的平方
非剩余，排除，剩下 "&**$，&+$（!"# &$%）即 "&
3 2（!"# *&%）。又 " 5 %，令 " ( 3 2 ) &!& &!*6+’
3 2，其中 & 5 *，& ’, +，于是将（+）式变为

&)& ( &!" ) ** ) !" （$）
对（$）式取模 ’& &由引理 6 知 &)& ( &!" ) ** ) !"&

（ 3 *）*6+（&!6 ) ! 3 2）& 3 &（!"# ’& &）于是
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，又易知 ’& &’%（!"# &），则 *
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，由

引理 $ 知 3 *
’&

( )&
( 3 *，所以有 * ( *

’&
( )& ( 3 *

’&
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( 3

*，矛盾。
"）当 # ( 47 时，由（&）式得

)& ( *
47!" ) ** ) *

*:4!" （6）

对（6）式取模 +*，周期 +%，当 "&2，&$（!"# +%）时，

)&& *
47!" ) ** ) *

*:4!"&&2，&+，&2，&+ 均为 +* 的平方

非剩余，排除；对（6）式取模 **，周期 *%，当 "&*&，

*4（!"# +%）时，)&& *
47!" )** )

*
*:4!"&4，2（!"# **），4，2

为 ** 的平方非剩余，排除，剩下 "&%（!"# +%）等价
于 "&%，+%，2%，7%，*&%，*6%，*4%，&*%（!"# &$%）；对
（6）式取模 &*2*，周期 4%，当 "&+%，2%，7%，*6%，

*4%，&*%（!"# &$%）时，)&& *
47 !" ) ** ) *

*:4 !"&2*，

**$%，*4$，&*%%，*%&*，*7::（!"# &*2*），2*，**$%，
*4$，&*%%，*%&*，*7:: 为 &*2* 的平方非剩余，排除，
剩下 "&%，*&%（!"# &$%）等价于 "&%（!"# *&%），
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令 ! ! "!" "!#$#其中 " % "，" &$ #，于是将（$）式变为
#’(%" ! "&! ) ## ) &! （*）

对（*）式取模 ’" "由引理 $ 知 #’(%" ! "&! ) ## ) &!&
（ + #）#$#（ "&## ) &,）& + #’(（ -./ ’" "），于是

#’(%"
’"

( )"
! + #’(

’"
( )"
，又易知 ’" "’,（-./ #’(），则

#
’"

( )" ! + #
’"

( )"
，由引理 0 知 + #

’"
( )"

! + #，所以有 # !

#
’"

( )" ! + #
’"

( )"
! + #，矛盾。

故不存在以 &!，&! ) ##，&! ) ##为边长的 123.45662
三角形。 证毕
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