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摘! 要：量子力学中除了无限深势阱、一维线性谐振子、库仑势和三维各向同性谐振子势外，绝大部分 ?@3(BC6.4;( 方

程是没有精确解的，这给具体问题的深入研究带来了很大的障碍。本文从求解 ?@3(BC6.4;( 方程的 79 E;=3,C 方法

出发，求解了非球谐环形振子势 !（ "，!）F "#" "" # " G"$"$ #（""""）G"$"%@,<! #（"""" <6."!）的本征方程的角向方程，获得

解析解，将求解的过程大大简化；同时用特殊函数的方法求解了非球谐环形振子势的 ?@3(BC6.4;( 方程的径向方程，

借以拓宽对 ?@3(BC6.4;( 方程求解方法的研究。
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! ! 量子力学中除了无限深势阱、一维线性谐振子、库仑势和各向同性谐振子势外，绝大部分 ?@3(BC6.4;( 方

程是没有精确解的，在研究工作中只能对它们进行近似求解，这给具体问题的深入研究带来了很大的障碍，

尤其是对于那些边缘学科。非球谐环形振子势是近来在研究环状分子模型及变形核子之间相互作用等量子

力学领域的实际应用问题［IK"］中较前沿的研究课题，物理学工作者构造了很多非球谐环形振子势应用于实

践，但随之而来的就是对非球谐环形振子势解的问题。很多学者希望能向以往那样通过各种偏微分方程求

解模式对进行求解［MKJ］，但除了少数的几个方程外，大部分都以失败告终，即使是解出来的非球谐环形振子

势，其求解过程也异常复杂。

本文从 79 E;=3,C 方法［D］入手，求解非球谐环形振子势 ?@3(BC6.4;( 方程的角向方程解析解，改变以往

量子力学中解各种偏微分方程的求解模式，将求解的过程大大简化，同时本文用特殊函数的方法求解了

?@3(BC6.4;( 方法的径向方程，借以拓宽对 ?@3(BC6.4;( 方程求解方法的研究。

I ?@3(BC6.4;( 方程、非球谐振子势 !（ "，!）与分离变量
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! "# $# %&’&()*)+,-# .# /+0*)+ 方法

对于形如以下形式的二阶微分方程

!"（ #）$ $!（ #）
"（ #）!%（ #）$ %"（ #）

"!（ #）
!（ #）& 1 （2）

其中$!（ #）是不高于一次的多项式，"（ #）、%"（ #）是不高于二次的多项式，设

!（ #）& #（ #）’（ #） （3）

#%（ #）
#（ #） & $（ #）

"（ #）4 4 （其中 $（ #）是不高于一次的多项式） （5）

（2）式可化为 "（ #）’"（ #）$ !（ #）’%（ #）$ %’（ #）& 1
其中

!（ #）& !$（ #）$ $!（ #） （6）

% & $%（ #）$ & （7）

$（ #）& "%（ #）( $!（ #）[ ]!
) "%（ #）( $!（ #）[ ]!

!
(［%"（ #）( &"（ #! ）］

& 为常数，其值由上式根号下是一个二次完全平方式的条件决定［8］。设

’9（ #）& ’%（ #），则 "（ #）’"9（ #）$ !9（ #）’%9（ #）$ (9’9（ #）& 1 （8）

其中 !9（ #）& "%（ #）$ !（ #），(9 & % $ !%（ #），将（8）式递推，设 ’*（ #）& ’（*）（ #），则

"（ #）’"*（ #）$ !*（ #）’%*（ #）$ (*’*（ #）& 1 （:）

其中

!*（ #）& *"%（ #）$ !（ #），(* & % $ *!%（ #）$ 9
! *（* ( 9）""（ #） （91）

当 ’*（ #）& ’（*）
* （ #）& 1 时，(* & 1，得到

%* & ( *!%（ #）( 9
! *（* ( 9）""（ #），* & 1，9，!，2⋯ （99）

将（8）式乘 )（ #），得到［)（ #）"（ #）’%（ #）］% $ %)（ #）’（ #）& 1，其中

［)（ #）"（ #）］% & )（ #）!（ #） （9!）

同理，将（:）式乘 )（ #），得到

［)*（ #）"（ #）’%*（ #）］% $ (*)*（ #）’*（ #）& 1 （92）

其中
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由（91）、（99）、（93）式得到
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，所以当 ’*（ #）& ’（*）
* （ #）& ;)<=> 时，
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! 角向方程的求解
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（$ # !#）# ! % %& & （! % ’()$）

其中
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由（+）式 ’（!）% & " #! ( ! " #
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#（" # (( )）
，

其中 # #
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#
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" # (
% %’( % " # $# & $, # #! #

# 。

设 ’ % $# " $, # #! #

! # ，( % $# # $, # #! #

! # ，’( % #
# ’($，# % " # ’#，" # (#，得到 ’（!）的 , 个解

’（!）% & " #! (! " #
# " #!

( )( % &（’! " (）& ( % " # ’#

’（!）% & " #! (! " #
# " #!

( )( % &（(! " ’）& ( % " # ({ #

考虑到 %（!）% #’（!）" (%（!）有负微商［-］，所以 ’（!）% #（’! " (），( % " # ’#，那么由（.）、（$*）式，%（!）%
# #（’! " (）# #!，( % " # ’#，得到 %)（!）% # #’ # #、&*（!）% # #。由（*）、（$$）式得到

) % ’)（!）" ( % # ’ " " # ’#，)+ % # +%)（!）# $
# +（+ # $）&*（!）% #（’ " $）+ " +（+ # $）

令 " % ,（ , " $），比较上面两式，得到 , % + " ’& + % %，$，#，!⋯，由（-）式，*（!）%（$ " !）
’#(
#（$ # !）

#’#(
# ，由

（$#）式，+（!）%（$ " !）’#(（$ # !）#’#(，由（$.）式
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至此，综合（,）、（$.）式，得到
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其中 .+ 为归一化常数。

, 径向方程的求解［//$$］

令 " % ,（, " $），（#）式变为
"#0
"1#

" #,2
"3# # ,#-#

"3# 1# # ,（, " $）" .
1[ ]# 0 % %，方程（#）有两个奇点 1 % %，1 % 0。

$）1) %，
"#0
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# ,（ , " $）" .
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0 % %’ "#0
"1#

# ,)（ ,) " $）

1#
0 % %，,（ , " $）" . % ,)（ ,) " $） （$+）

这是 12345 方程，设 1 % 44，5 % "
"4，则 5（5 # $）0 # ,)（ ,) " $）0 % %，得到 0 6 1#,)，1,)"$，其中 0 6 1#,) 舍

弃（不满足波函数有限性条件）。

#）1) 0 ，设 (, % ,#-#

"3# ，/ % (1，则
"#0
"/#

# /#0 % % （$/）

得到 0 6 4 & $
# /#，其中 0 6 4

$
# /# 舍弃（不满足波函数有限性条件）。

综合（$+）（$/）式的解，设 0（ 1）% 1,)"$4 # $
# (#1#0（ 1）来简化（#）式，得到
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1
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"1 " # (#（#,) " !）" #,2

"3[ ]# 0（ 1）% %

设 1 % 1#，得到 1 "
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" ,) "( )!

#
# (#[ ]1 "0（1）

"1
" $

,
#,2
"3# # #(# ,) # !(( )# 0（1）% %，取自然单位"3 % , %
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! ! !，得到
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""#
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%（##$ " $ % #&）#（"）! & （#&）

将（#&）式对比于合流超几何方程［!#］

’()（ ’）"（$ % ’）($（ ’）% %( ! & （#!）

则 $ ! #$ " $
# ，% ! !

%（##$ " $ % #&），合流超几何方程（#!）式，有两个线性无关解 *（%，$，"），"!%$*（% %

$ " !，# % $，"）。对于 "!%$*（% % $ " !，# % $，"），"!%$ + "!% #$"( )$
# ! ,%（##$"!），根据波函数标准条件，在空间任

一有限体积元 - 内，*- . &（ ,+，/）. #"$ , ! 有限值，故 "!%$*（% % $ " !，# % $，"）舍弃。

那么 0（ ,）! 1（ ,）
, ! ,#$’ % !

# ’#,##（ ,）+ ,#$’ % !
# ’#,#*（%，$，"）! ,#$’ % !

# ’#,#*（ !
%（##$ " $ % #&），#$ " $

# ，,#），但

由于*（%，$，"）! ! " %
$"

" %（% " !）
#！$（$ " !）"

# " %（% " !）（% " #）
$！$（$ " !）（$ " #）"

$ " ⋯ " %（% " !）（% " #）⋯（% " 2 % !）
（2 % !）！$（$ " !）（$ " #）⋯（$ " 2 % !）"

2 "

⋯，所以当%,& 或负数时，*（%，$，"）
")
)---
(

’"，即级数发散，不满足波函数标准条件。取 % ! % 3,（3, ! &，!，

#⋯），使 *（%，$，"）中断为某一多项式，至此非球谐振子势的能谱 % 3, ! % ! !
%（##$ " $ % #&），即 & ! #3, "

#$ " $
# ，添上单位可得非球谐振子势的能谱 & ! #3, " #（ # " !）" ( "!

!
% "( )! "4! 其中，# ! 3 " 5 ! 3 "

6# " 6% " )! #

! # ，3 ! &，!，#，$⋯，6 ! &，7 !，7 #⋯，3, ! &，!，#⋯，由此可见非球谐振子势已经破坏了原

来的球对称，所以它的能谱与径向、角向的量子数（3,，3，6）都有关系，对比于三维各向同性谐振子的能谱

& ! #3, " # "( )$
#
"4!［)］，非球谐振子势的能级的简并度更高了。

* 结论

由以上对非球谐环形振子势 +,-./"012’. 方程的角向方程和径向方程的求解过程，可以看出 34 5’6-7"
比统的通过特殊函数的方法求解 +,-./"012’. 方程要简单，省去了很多繁琐冗长的讨论过程，但是 34 5’6-7"
的适用范围还有待进一步探讨和研究。
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