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用扰动逼近算法解广义混合拟B似变分包含
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摘! 要：本文在无限维实 E82F=/( 空间中引入和研究了一类广义混合拟B似变分包含问题 GHIJAKL（!，"，#，$，%，!，

"），在 !&次微分和 !&近似映象等概念的基础上，证明这类广义混合拟&似变分包含问题的一个等价命题，即设 ’"(，

)"!（*（’）），+""（’），,"#（’），-"$（’），."%（’），则（’，)，+，,，-，.）为问题 GHIJAKL 的解当且仅当（’，)，+，,，-，

.）满足关系 *（’）M /#"（·，.）
$ （*（’）N $（) N 0（+，,，-）O 1）），提出了求该变分包含近似解的扰动 !&逼近算法，并且该

算法的强收敛性也被讨论和分析，所得结果改进和推广了在这个领域最近的一些结果。
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% 预备知识

设 ( 为无限维实 E82F=/( 空间，#·#及〈·，·〉分别表示 ( 上的范数和内积。用 #"（(）表示 ( 上的一

切非空有界闭集族，设 0：( 2 ( 2 ($ ( 和 *：($ ( 是单值映射，1" ( 是 ( 中一给定元，!，"，#，$，%：($
#"（(）是集值映射，!：( 2 ($ ( 是单值映射，"：( 2 ($ !%｛3 S｝是一真泛函，对每一固定的 4" (，

"（·，4）：($ !%｛3 S｝是下半连续和 !& 次可微的，且 *（(）& -56#"（·，4）’ (（!& 次可微的概念和

#"（·，4）的意义后面作具体介绍）。

本文考虑的广义混合拟 & 似变分包含问题（简记为 GHIJAKL），求 ’" (，)" !（*（’）），+" "（’），,"
#（’），-" $（’），." %（’）使得 *（’）" -56#"（·，.），且满足

〈) 7 0（+，,，-）3 1，!（8，*（’））〉) "（*（’），.）7 "（8，.），*8" ( （%）

GHIJAKL（%）式的一些特殊情况。

!）若 !+#，1 9 #，0（+，,，-）9 7 0%（+，,），*’，8，+，,，-"(，（%）式退化为，求 ’"(，)" !（*（’）），

+" "（’），," #（’），." %（’）使得 *（’）" -56#"（·，.），且有

〈0%（+，,），!（8，*（’））〉) "（*（’），.）7 "（8，.），*8" ( （"）

问题（"）是熊［%］ 所研究的问题。

"）若在（"）式中，!（8，*（’））9 8 7 *（’）且 "（:，.）9 "（:），*’，8，:，."(，（"）式退化为，求 ’"(，

+" "（’），," #（’），使得 ! ! ! 〈0%（+，,），8 7 *（’）〉) "（*（’））7 "（8），*8" ( （D）

问题（D）正是 9--/［"］ 讨论和研究的问题。

#）若 !+ #，1 9 #，7 0（+，,，-）9 + 7 ,，!（8，*（’））9 8 7 *（’），%+ ;，*’，8，+，,，-" (，（%）式退

化为求 ’" (，+" "（’），," #（’），使得 *（’）" -56#"（·，.）且

〈+ 7 ,，8 7 *（’）〉) "（*（’），’）7 "（8，’），*8" ( （+）

问题（+）是 T806［D］ 所研究的问题。

适当选取 !，"，#，$，%，*，"，! 可得若干拟 & 似变分包含和拟变分包含，拟 & 似变分不等式和拟变分不等

式作为 GHIJAKL（%）的特殊情形［%&$］。为求解问题（%），引入下面的定义和引理。

定义 %［*］! 称映射 !：( 2 ($ ( 是
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!）!! 强单调的，若存在 ! " !，使得〈"（#，$），# % $〉) !## % $#"，*#，$" &
"）#!#$%&’($)* 连续的，若存在 # " !，使得#"（#，$）#, ### % $#，*#，$" &。

定义 "［+］, 设 ’：&$ (’（&）是集值映射，)：& * & * &$ & 是单值映射，’ 称为

!）关于 ) 的第一变量松弛 $!#$%&’($)* 连续的，如果存在 $ " ! 使

〈# % $，)（+，,，-）% )（.，,，-）〉,% $## % $#"，*（#，$，,，-）" & * & * & * &，+" ’（#），." ’（$）

"）关于 ) 的第二变量 %! 广义伪压缩的，如果存在 % " ! 使

〈# % $，)（/，+，-）% )（/，.，-）〉, %## % $#"，*（#，$，/，-）" & * & * & * &，+" ’（#），." ’（$）

#）称 ) 关于第一自变量是 0- !#$%&’($)* 连续的，若存在常数 0- " !，使得

#)（#，,，-）% )（$，,，-）#, 0-## % $#，*（#，$，,，-）" & * & * & * &
类似可以定义 ) 关于第二（三）自变量的 #$%&’($)* 连续性。

定义 ., 称集值映射 1：&$ (’（&）是 & !!&!#$%&’($)* 连续的，若存在常数 & " !，使

!&（1（#），1（$））, &## % $#，*（#，$）" & * &

!&（·，·）是 (（&）上的 /01&23455 度量。

定义 6, 称单值映射 2：&$ & 是

!）’! 强单调的，若存在 ’ " !，使得〈2（#）% 2（$），# % $〉) ’## % $#"，*#，$" &
"）(!#$%&’($)* 连续的，若存在 ( " !，使得#2（#）% 2（$）#, (## % $#，*#，$" &。

定义 7［7］, 设 "：& * &$ & 是单值映射，称真泛函 )：&$ !%｛3 8 ｝在点 #" & 处是 "! 次可微的，

若存在 4! " &，使得 )（$）% )（#）)〈 4!，"（$，#）〉，*$" &。此时 4! 称为 ) 在 # 处的 "! 次梯度，) 在 # 处

的所有 "! 次梯度的集合记为 *)（#）。由 *)（#）5 ｛4! " &：)（$）% )（#）)〈 4!，"（$，#）〉，*$" &｝定义

的集值映射 *)：&$ "& 称为 ) 的 "! 次微分。

定义 9［7］, 设 )：&$ !%｛3 8 ｝是一真泛函，对任意给定的 #" & 及 + " !，若存在映象 "：& * &$
& 及唯一元 +" & 满足〈+ % #，"（$，+）〉) +)（+）% +)（$），*$" &，则称映象 #$ +（记为 6*)+ ）为 ) 的近似

映象，即 + 5 6*)+（#），其中 6*)+ 5（ 7 3 *)）%-，7 是 & 上的恒等映象。

引理 -［7］, 设 "：& * &$ & 是 #!#$%&’($)* 连续和 !! 强单调且使得对*#，$" &，"（#，$）5 % "（$，#），

对任意给定的 #" &，函数 8（$，+）5〈# % +，"（$，+）〉关于 $ 是 !! 对角拟凹的［-!］，设 )：&$ !%｛3 8 ｝是

下半连续和 "! 次可微真泛函，那么

!）对任给的 #" & 及 + " !，都存在唯一元 +" &，使得

〈+ % #，"（$，+）〉) +)（+）% +)（$），*$" &，即 + 5 6*)+（#）

"）6*)+ 为
#
!
!#$%&’($)* 连续的，即#6*)+（#）% 6*)+（$）#, #

! #
# % $#，*#，$" &。

引理 ", 设 #" &，9" 1（2（#）），/" ’（#），," (（#），-" :（#），4" ;（#），则（#，9，/，,，-，4）为问题

（-）的解当且仅当（#，9，/，,，-，4）满足关系 , , 2（#）5 6*)（·，4）
+ （2（#）% +（9 % )（/，,，-）3 <）） （7）

证明 , 设（#，9，/，,，-，4）满足（7）式-2（#）5 6*)（·，4）
+ （2（#）% +（9 % )（/，,，-）3 <））-

2（#）% +（9 % )（/，,，-）3 <）" +*)（2（#），4）3 2（#）-
%（9 % )（/，,，-）3 <）" *)（2（#），4）-

)（$，4）% )（2（#），4）)〈 %（9 % )（/，,，-）3 <），"（$，2（#））〉-
〈9 % )（/，,，-）3 <，"（$，2（#））〉) )（2（#），4）% )（$，4）-

（#，9，/，,，-，4）是问题（-）的解。 证毕

注 -, 引理 " 推广了 :$;<［.］ 中的定理 .= - 和熊［-］ 中的定理 "= -。

" 扰动逼近算法和收敛性分析

将引理 " 的（7）式改写为
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! " ! # $（!）% &!"（·，’）
# （$（!）# #（( # )（*，+，,）% -）） （!）

由（!）式提出如下算法。

算法 "# 设 .，/，0，1，2：3 4 $$ 0/（3），)：3 4 3 4 3$ 3，$：3$ 3，"：3 4 3$ !%｛% $ ｝是一

真泛函，对每一固定的 5"3，"（·，5）：3$!%｛% $｝是下半连续和 %6 次可微的，且 $（3）& ,78!"（·，5）’
(，%：3 4 3$ 3 满足引理 " 的条件。任给 !% " 3，取 (% " .（$（!%）），*% " /（!%），+% " 0（!%），,% " 1（!%），

’% " 2（!%），设

!" " !% # $（!%）% &!"（·，’%）
# ［$（!%）# #（(% # )（*%，+%，,%）% -）］

因 .（$（!"）），/（!"），0（!"），1（!"），2（!"）" 0/（3），由 &’()*+［"%］ 的方法，存 在 (" " .（$（!"）），*" "
/（!"），+" " 0（!"），," " 1（!"），’" " 2（!"），使得

#(% # ("#,（" % "）!3（.（$（!%）），.（$（!"））），#*% # *"#,（" % "）!3（/（!%），/（!"）），

#+% # +"#,（" % "）!3（0（!%，0（!"）），#,% # ,"#,（" % "）!3（1（!%），1（!"）），

#’% # ’"#,（" % "）!3（2（!%），2（!"）），

设 !, " !" # $（!"）% &!"（·，’"）
# ［$（!"）# #（(" # )（*"，+"，,"）% -）］，继续 &’()*+ 的方法，可构造出序列｛!9｝，

｛(9｝，｛*9｝，｛+9｝，｛,9｝，｛’9｝满足

!9%" " !9 # $（!9）% &!"（·，’9）
# ［$（!9）# #（(9 # )（*9，+9，,9）% -）］

(9 " .（$（!9））：#(9 # (9%"#,（" % "
9 % "）!3（.（$（!9）），.（$（!9%"）））

*9 " /（!9）：#*9 # *9%"#,（" % "
9 % "）!3（/（!9），/（!9%"））

+9 " 0（!9）：#+9 # +9%"#,（" % "
9 % "）!3（0（!9），0（!9%"））

,9 " 1（!9）：#,9 # ,9%"#,（" % "
9 % "）!3（1（!9），1（!9%"））

’9 " 2（!9）：#’9 # ’9%"#,（" % "
9 % "）!3（2（!9），2（!9%"



















 ））

（-）

9 " %，"，,，⋯，# : % 是常数。

为产生扰动逼近算法，在算法 " 的（-）式右边加上因计算产生的误差序列｛;9｝，再用 "9 代替 " 产生扰

动，其中对任意的 9) "，"9：3 4 3$ !%｛% $ ｝均是真泛函，对每一固定的 5" 3，"9（·，5）：3$ !%｛%
$ ｝是下半连续和 %6 次可微的，且 $（3）& ,78!"9（·，5）’(，"9 逼近 "。由此可得如下扰动逼近算法。

算法 ,# 设 .，/，0，1，2，)，$，% 与算法 " 相同，对*9) "，"9：3 4 3$ !%｛% $ ｝对每一固定的 5"
3，"9（·，5）：3$ !%｛% $ ｝均是下半连续和 %6 次可微的真泛函，且 $（3）& ,78!"9（·，5）’(，任给 !%
" 3，与算法 " 类似的方法可构造序列出｛!9｝，｛(9｝，｛*9｝，｛+9｝，｛,9｝，｛’9｝满足

!9%" " !9 # $（!9）% &!"（·，’9）
# ［$（!9）# #（(9 # )（*9，+9，,9）% -）］% ;9

(9 " .（$（!9））：#(9 # (9%"#,（" % "
9 % "）!3（.（$（!9）），.（$（!9%"）））

*9 " /（!9）：#*9 # *9%"#,（" % "
9 % "）!3（/（!9），/（!9%"））

+9 " 0（!9）：#+9 # +9%"#,（" % "
9 % "）!3（0（!9），0（!9%"））

,9 " 1（!9）：#,9 # ,9%"#,（" % "
9 % "）!3（1（!9），1（!9%"））

’9 " 2（!9）：#’9 # ’9%"#,（" % "
9 % "）!3（2（!9），2（!9%"



















 ））

（.）

其中 9 " %，"，,，⋯，# : % 是常数，｛;9｝是 3 中的误差序列。
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注 !" 算法 ! 改进和推广了文献［#］的算法 $! #，推广了文献［$］的算法 $! $。

定理 #" 设 "，#，$，%，&：’$ $#（’）分别是 !"，!#，!$，!%，!&(’(%&’()*&+, 连续的，)：’$ ’ 是 "( 强单

调和 #(%&’()*&+, 连续的，*：’ + ’ + ’$ ’ 关于第一（二，三）自变量分别是 ,#（,!，,$）(%&’()*&+, 连续的，$：

’ + ’$ ’ 满足引理 # 的条件，# 关于 * 的第一自变量是松弛 %-%&’()*&+, 连续的，$ 关于 * 的第二自变量是

&( 广义伪压缩的，’，’- . ’ + ’$ !%｛/ . ｝对每一固定的 0" ’，’（·，0），’-（·，0）：’$ !%｛/ . ｝均

是下半连续和 $( 次可微的真泛函，且 )（’）& 123(’（·，0）’(，进一步还满足下列条件

/）存在常数 ) 4 0，使得对*5，6，0" ’，都有

#7(’（·，5）
* （ 0）8 7(’（·，6）

* （ 0）#, )#5 8 6#，且1&2
-$.
#7(’-（·，5）

* （ 0）8 7(’（·，5）
* （ 0）# 9 0

3）｛:-｝满足1&2
;$.
#:;# 9 0 且当 + 4 0，1&2

;$.
,; 9 0 时有.

.

; 9 #

#:; 8 :;8## / ,;

+;
< .

)）* 满足

= 9（# / -
.

） # 8 !" / #" ! / )!& < #，", # / #!

!

> 9 -
.
（,#!# / ,!!$）4 -

.
（!"# / ,$!%）9 ?

-!

.!
（% 8 &）4 ?（# 8 =）/ （>! 8 ?!）［

-!

.!
8（# 8 =）!

" ］

* 8

-!

.!
（% 8 &）8 ?（# 8 =）

（>! 8 ?!）

<
［

-!

.!
（% 8 &）8 ?（# 8 =）］! 8（>! 8 ?!）［

-!

.!
8（# 8 =）!

" ］

（>! 8 ?!

















 ）

则由算法 ! 所生成的序列｛5-｝，｛@-｝，｛A-｝，｛B-｝，｛1-｝，｛C-｝分别强收敛于 5!，@!，A!，B!，1!，C!，且（5!，

@!，A!，B!，1!，C!）是 456%789 问题（#）的一个解。

证明 " 为书写简便记 /- 9 )（5-）8 *（@- 8 *（A-，B-，1-）/ D），那么由（:）式可得

#5-/# 8 5-# 9 #5- 8 )（5-）/ 7(’-（·，C-）
* （/-）/ :- 8（5-8# 8 )（5-8#）/ 7(’-8#（·，C-8#）

* （/-8#）/ :-8##,
#5- 8 5-8# 8（)（5-）8 )（5-8#））# /#7(’-（·，C-）

* （/-）8 7(’-（·，C-）
* （/-8#）# /#7(’-（·，C-）

* （/-8#）8 7(’（·，C-）
* （/-8#）# /

#7(’（·，C-）
* （/-8#）8 7(’（·，C-8#）

* （/-8#）# / #7(’（·，C-8#）
* （/-8#）8 7(’-8#（·，C-8#）

* （/-8#）# / #:- 8 :-8##,

#5- 8 5-8# 8（)（5-）8 )（5-8#））# / -
. #/- 8 /-8## / )#C- 8 C-8## / #:- 8 :-8## / 0- （;）

其中 0- 9 #7(’-（·，C-）
* （/-8#）8 7(’-（·，C-）

* （/-8#）# / #7(’（·，C-8#）
* （/-8#）8 7(’-8#（·，C-8#）

* （/-8#）#
由条件 /）知 1&2

-$.
0- 9 0 （#0）

在（;）式中，由 ) 是 "( 强单调和 #(%&’()*&+, 连续的可得

#5- 8 5-8# 8（)（5-）8 )（5-8#））#, # 8 !" / #" !#5- 8 5-8## （##）

由算法 ! 及 & 是 !&
!(’(%&’()*&+, 连续的可得

)#C- 8 C-8##, )（# / #
- ）!&#5- 8 5-8## （#!）

而#/- 8 /-8## 9 #)（5-）8 *（@- 8 *（A-，B-，1-）/ D）8［)（5-8#）8 *（@-8# 8 *（A-8#，B-8#，1-8#）/ D）］#,
#)（5-）8 )（5-8#）8（5- 8 5-8#）# / *#@- 8 @-8## / *#*（A-8#，B-8#，1-）8 *（A-8#，B-8#，1-8#）# /

#5- 8 5-8# / *（*（A-，B-，1-）8 *（A-8#，B-8#，1-））# （#$）

在（#$）式中，有

#)（5-）8 )（5-8#）8（5- 8 5-8#）#, # 8 !" / #" !#5- 8 5-8## （#<）

由算法 ! 和 " 是 !"
!(’(%&’()*&+, 连续的及 ) 是 #(%&’()*&+, 连续的可得

*#@- 8 @-8##, *（# / #
- ）!"##5- 8 5-8## （#=）
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由算法 ! 及 ! 关于第三自变量是 "" ##$%&’($)* 连续的和 $ 是 !$
!#%##$%&’($)* 连续的可得

"#!（&’(+，)’(+，*’）( !（&’(+，)’(+，*’(+）#, """!$（+ + +
’ ）#,’ ( ,’(+# （+,）

又由算法 !，- 关于 ! 的第一自变量是松弛 ###$%&’($)* 连续的，. 关于 ! 的第二自变量是 $# 广义伪压缩的，

!：% / % / %$% 关于第一（二）自变量分别是 "+（"!）##$%&’($)* 连续的，设 -，. 分别是 !-，!.
!#%##$%&’($)* 连

续的可得

#,’ ( ,’(+ + "（!（&’，)’，*’）( !（&’(+，)’(+，*’））#! 0 #,’ ( ,’(+#
! +

!"〈!（&’，)’，*’）( !（&’(+，)’，*’），,’ ( ,’(+〉+ !"〈!（&’(+，)’，*’）( !（&’(+，)’(+，*’），,’ ( ,’(+〉+
"!#!（&’，)’，*’）( !（&’(+，)’，*’）+ !（&’(+，)’，*’）( !（&’(+，)’(+，*’）#

! ,

［+ ( !"（# ( $）+ "!（"+!-（+ + +
’ ）+ "!!.（+ + +

’ ））!］#,’ ( ,’(+# （+-）

将（+.）1（+-）式代入（+!）式，再将（++）1（+"）式代入（/）式可得

#,’++ ( ,’#,（2’ + "3’ + %!

&!
［+ ( !"（# ( $）］+ "!4!

" ’）#,’ ( ,’(+# + #5’ ( 5’(+# + ’’

其中 2’ 0（+ + %
&

） + ( !( + )" ! + *!6（+ + +
’ ），4’ 0 %

&
（+ + +

’ ）（"+!- + "!!.），3’ 0 %
&
（+ + +

’ ）（""!$ +

!7)），显然 2’ $ 2，4’ $ 4，3’ $ 3（’$ 0 ），2，4，3 由条件 ’）给出。

设 +’ 0 2’ + "3’ + %!

&!
［+ ( !"（# ( $）］+ "!4!

" ’，+ 0 2 + "3 + %!

&!
［+ ( !"（# ( $）］+ "!4"

! 则 +’ $ +

（’$ 0 ），由条件 ’）知 + 8 +，故/’1 9 1，+1 "（1，+），使得*’ 9 ’1 有 +’ 8 +1。

故对*’ 9 ’1 有 #,’++ ( ,’#, +1#,’ ( ,’(+# + #5’ ( 5’(+# + ’’ （+2）

由（+2）式对*’ 9 ’1 有 3 3 3 #,’++ ( ,’#, +’(’1
1 #,’1++ ( ,’1# +.

’(’1

2 0 +
+2(+
1 （#5’(（2(+） ( 5’(2# + ’’(（2(+））

因此对*:) ’ 9 ’1 有

#,: ( ,’#,.
:(+

; 0 ’
#,;++ ( ,;#,.

:(+

; 0 ’
+; (’1
1 #,’1++ ( ,’1# +.

:(+

; 0 ’
.
; (’1

2 0 +
+2(+
1 （#5;(（2(+） ( 5;(2# + ’; (（2(+））0

.
:(+

; 0 ’
+; (’1
1 #,’1++ ( ,’1# +.

:(+

; 0 ’
+;
1.
; (’1

2 0 +
（#5;(（2(+） ( 5;(2# + ’; (（2(+））< +; (（2(+）

1 （+/）

因 +1 "（1，+）故 .
; (’1

2 0 +
（#5;(（2(+） ( 5;(2# + ’; (（2(+））< +; (（2(+）

1 8 0（ ;$ 0 ）

由（+/）式可知当 ’$0 时，#,: ( ,’#$1，故｛,’｝是%中的柯西序列，设 ,’$ ,! "%，由算法! 易知｛=’｝，

｛&’｝，｛)’｝，｛*’｝，｛>’｝均为 % 中的柯西序列，分别设 =’$ =!，&’$ &!，)’$ )!，*’$ *!，>’$ >!。下证（,!，

=!，&!，)!，*!，>!）是问题（+）的一个解。

由 *（=!，7（?（,!）））, *（=!，=’）+ *（=’，7（?（,’））） !+ %（7（?（,’）），7（?（,!）））,
#=’ ( =!# + !7)#,’ ( ,!# $ 1，（’$ 0 ）

即 =! " 7（?（,!）），同理可证 &! " -（,!），)! " .（,!），*! " $（,!），>! " 6（,!）。

设 ,’ 0 ?（,’）( "（=’ ( !（&’，)’，*’）+ @），,! 0 ?（,!）( "（=! ( !（&!，)!，*!）+ @），由 ?，7，-，.，

$，! 的 #$%&’($)* 连续性可得 ,’ $ ,!（’$ 0 ），前已证 >’ $ >!（’$ 0 ），故

#A-.’（·，>’）
" （,’）( A-.（·，>!）

" （,!）#,#A-.’（·，>’）
" （,’）( A-.（·，>’）

" （,’）# +

#A-.（·，>’）
" （,’）( A-.（·，>!）

" （,’）# + #A-.（·，>!）
" （,’）( A-.（·，>!）

" （,!）#,

#A-.’（·，>’）
" （,’）( A-.（·，>’）

" （,’）# + *#>’ ( >!# + %
& #,’ ( ,!# $ 1，（’$ 0 ）

即 A-.’（·，>’）
" （,’）$ A-.（·，>!）

" （,!），（’$ 0 ）。
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对算法 ! 中的（"）式两端取极限可得 !（"!）# $!"（·，%!）
# ［!（"!）& #（’! & (（)!，*!，+!）, $）］，由引理

! 知，（"!，’!，)!，*!，+!，%!）是 #$%&’() 问题（*）的一个解。

注 +, 定理 * 改进和推广了文献［*］的定理 +- *，推广了文献［+］的定理 +- . 及文献［/］的定理 *。
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