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摘要：#"可约的 B6.<0;( 空间一定是 !"可约的 B6.<0;( 空间，反之则不然。本文研究反面情形的成立条件，实现了 !"可
约的 B6.<0;( 空间向 #"可约的 B6.<0;( 空间的 D 种转化。!"可约的 B6.<0;( 空间，若分别具有迷向 E/.F<G;(4 曲率、常曲

率，则它能转化为 #"可约的 B6.<0;( 空间；在上述两种情形下，通过对比 E/.F<G;(4 曲率和 2/(=/. 挠率的关系，得到推

论：!"可约的 B6.<0;( 空间，若满足 !H # H # I $（%，&）# J #，其中 $（%，!&）J !D$（%，&），则它是 #"可约的。在第二种情形的

启发下，考虑到常曲率和标量曲率的关系，最后得到具有标量曲率的 !"可约 B6.<0;( 空间一定是 #"可约的，并得到平

均 2/(=/. 挠率的表达式 ’$ J K L
() " *$ H # I

) "

D（+ I L）(·( )$ 。
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! ! 近年来，一些学者对 B6.<0;( 空间进行了研究［LON］，对于 +（"D）维的B6.<0;(空间（,，!），!是#"可约的当

且仅当 ! 是Q/.F;(<度量或R(,’6./ 度量。当 ! 是正定的 B6.<0;( 度量，! 是Q/.F;(<度量；当 ! 是不定的 B6.<0;(
度量，! 是 R(,’6./ 度量。考虑到 2/(=/. 挠率和 E/.F<G;(4 曲率的密切联系，可以类似定义 !" 可约的 B6.<0;( 空

间，研究它的性质。

定义 ! + 维 B6.<0;( 空间（,，-）称为是 !" 可约的，如果它满足下述条件

L）（,，-）不是弱 E/.F<G;(4 空间；

"）（,，-）的 E/.F<G;(4 曲率具有 !./$ 0 L
+ 1 L（2./*$ 1 2/$*. 1 2$.*/）形式。

根据定义容易推断，#"可约 B6.<0;(空间一定是 !"可约的，反过来不一定成立了。下面的定理给出了一些

从 !" 可约 B6.<0;( 空间向 #" 可约 B6.<0;( 空间转化的条件。

定理 L! 设（,，-）是具有迷向 E/.F<G;(4 曲率的 B6.<0;( 空间。（,，-）是 !" 可约的当且仅当（,，-）是

#" 可约的。在此情形下，- 是 Q/.F;(< 度量，且其 S,-40/< 曲率 3 0 #。

证明 ! 充分性显然。

必要性。假设 B6.<0;( 空间（,，-）是 !" 可约的，则有

!./$ 0 L
+ 1 L（2./*$ 1 2/$*. 1 2$.*/） （L）

又（,，-）具有迷向 E/.F<G;(4 曲率，即存在函数 4 0 4（%）使得

!./$ 1 4-#./$ 0 # （"）

将（L）式代入（"）式有 4-#./$ 0 5 L
+ 1 L（2./*$ 1 2/$*. 1 2$.*/） （D）

对上式用 6./ 缩并，得到 4-’$ 0 5 *$ （%）

将（%）式代入（D）式，化简得 #./$ 0 L
+ 1 L（2./ ’$ 1 2/$ ’. 1 2$. ’/）

故（,，-）是 #" 可约的。
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由 ! 的正定性可得（"，!）是 !"#$%&’ 空间，而任何具有迷向 ("#$’)%&* 曲率的 #$ 可约 +,#’-%& 空间，其

./0*-"’ 曲率% & 1。 证毕

定理 23 如果 ’$ 可约 +,#’-%& 空间（"，!）具有常曲率 (，则一定是 #$ 可约的。

证明 3 具有常曲率 ( 的（"，!）一定满足方程

’)*+ 4 1 , (- 2#)*+ & 1 （5）

由假设（"，!）是 ’$ 可约的，可得（6）式成立，对（6）式做水平协变微分并关于 . 缩并，注意到 /)* 4 1 & 1，

/)
+0) 4 1 & 0+ 4 1，整理得到 ’)*+ 4 1 & 6

1 , 6（/)*0+ 4 1 , /*+0) 41 , /+)0* 4 1） （7）

将（7）式带入（5）式得 (- 2#)*+ & 2 6
1 , 6（/)*0+ 4 1 , /*+0) 4 1 , /+)0* 4 1） （8）

用 3)* 作缩并得到 0+ 4 1 & 2 (- 2 4+ （9）

将（9）式代入（8）式化简，可知（"，!）是 #$ 可约的。 证毕

推论63 ’$ 可约的 +,#’-%& 空间（"，!），如果满足方程 ’ 4141 , +（5，.）# & 1，其中 +（5，!.）& !:+（5，.），那

么它一定是 #$ 可约的。

值得注意的是，在定理 6 和定理 2 中，在 +,#’-%& 空间（"，!）是 ’$ 可约的前提下，条件（"，!）具有迷向

("#$’)%&* 曲率和具有常曲率可能同时成立，这样的空间是存在的，单位球 61 上的 !"#$%&’ 度量 ! & " , #，

其中 " & . 2 2（ 5 2 . 2 2〈5，.〉2! ）

6 2 5 2 ，# & 〈5，.〉

6 2 5 2，就是满足定理 6 和定理 2 中条件的一个具体例

子。

在定理 2 中，已经证明了 ’$ 可约的常曲率 +,#’-%& 空间是 #$ 可约的。在 +,#’-%& 空间中，具有常曲率的空

间，一定具有标量曲率。那么，’$ 可约的具有标量曲率的 +,#’-%& 空间是否是 #$ 可约，下面这个定理给出了肯

定的回答。

定理 :3 具有标量曲率的 ’$ 可约 +,#’-%& 空间（"，!）一定是 #$ 可约的，并且

4+ & 2 6
(- 2 0+4 1 , - 2

:（1 , 6）(·( )+

证明 3 （"，!）具有标量曲率 ( & (（5，.），即

7)
+ & (- 2/)

+ （;）

作垂直协变微分得到 7)
+·8 & - 2(·8（$)+ 2 8) 8+）, (（2.8$

)
+ 2 3+8.

) 2 .+$
)
8）

7)
+·*·8 & (·8（2.*$
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) 2 3+8$
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)
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于是有 7)
*+8 & 6
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用 .8 进行缩并，得到 3 3 7)
*+8.

8 & 2
: (·*（ - 2$)+ 2 .+.

)）, 6
: (·+（ - 2$)* 2 .*.

)）, (（.*$
)
+ 2 3*+.

)） （61）

考虑 !,<<, 恒等式 ’)*+4 8 2 ’)*84 + & 2 6
2 39*7

9
)+8 2

6
2 39)7

9
*+8 2

6
2 #)*97

9
+8

用 .8 进行缩并，得到 ’)*+4 8 .
8 & 2 6

2 39*7
9
)+8.

8 2 6
2 39)7

9
*+8.

8 2 #)*97
9
+ （66）

将（;）、（61）式代入（66）式计算得到

’)*+4 8 .
8 & 2 6

: (·+ -
2/)* 2

6
: (·) -

2/+* 2
6
: (·* -

2/)+ 2 (- 2#):+ （62）

从定理 2 的证明过程可以看到，若（"，!）是 ’$ 可约的，则有（7）式成立，将（7）式代入（62）式整理得到
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! "# !$%&’ ( "
) * " +%&（,’# $ * ) * "

% "·’ #
!）* +%’（,&# $ * ) * "

% "·& #
!）* +&’（,%# $ * ) * "

% "·% #
!( )） （"%）

用 -%& 对（"%）式作缩，并注意到 " ( "（.，/）是 $ 阶正齐次的，整理得到

,’# $ * ) * "
% "·’ #

! ( ! "# ! 0’ （"&）

将（"&）式代入（"%）式，得到（1，2）是 $3 可约的，并且 0’ ( ! "
"# ! ,’# $ * # !

%（) * "）"·( )" 。

由于在 ’()*+,- 空间中，具有常曲率的空间一定是具有标量曲率的空间，可见定理 ! 可以作为定理 % 的

一类特殊情况。 证毕

参考文献：

［"］./,) 0，12 0，3/,) 45 6) 7/, 8+9: ;<-=97<-, 28 ’()*+,- >,7-(;* 28 *;9+9- ;<-=97<-,［?］5 ? @2)A2) 197/ 32;，!$$%，BC（!）：DB!EDC$5
［!］./,) 0，3/,) 45 F9)A,-* >,7-(;* G(7/ *H,;(9+ ;<-=97<-, H-2H,-7(,*［?］5 6*9I9 ?2<-)9+ 28 197/,>97(;*，!$$%，&$：CDE"$"5
［%］3/,) 45 J(88,-,)7(9+ :,2>,7-K 28 *H-9K 9)A ’()*+,- *H9;,*［1］5 J2-A-,;/7：L+<G,- M;9A,>(; N<O+(*/,-*，!$$"5
［&］P2): Q，R9): ?5 PG2 I()A* 28 ’()*+,- *H9;,* G(7/ ;2)*79)7 ;<-=97<-,［ ?］5 ?2<-)9+ 28 32<7/G,*7 ./()9 S2->9+ T)(=,-*(7K（S97<9+

3;(,);,），!$$U，%$（U）：DV!EDVU5
［U］W92 J，3/,) 45 ’()*+,- >,7-(;* 28 ;2)*79)7 ;<-=97<-, 2) 7/, @(, :-2<H 3%［?］5 ? @2) 197/ 3，!$$!，BB：&U%E&BD5
［B］3/,) 45 PG2EA(>,)*(2)9+ ’()*+,- >,7-(;* 28 ;2)*79)7 ;<-=97<-,［?］5 19)< 197/，!$$!，"$V（%）：%&VE%BB5
［D］黎芳，程新跃5 关于沈度量的几个性质［?］5 西南师范大学学报（自然科学版），!$$U，%$（&）：B"BEB!$5
［C］197*<>272 15 N-2X,;7(=, ;/9):,* 28 ’()*+,- >,7-(;* 9)A H-2X,;7(=,+K 8+97 ’()*+,- *H9;,*［?］5 P,)*2- S 3，"VC$，%&：%$%E%"U5

!"#$ !%#&’"()*+& ,)$-+&# ./0(& 12 3& "%#&’"()*+& ,)$-+&# ./0(&

4567 8%)
（.2++,:, 28 197/,>97(;* 9)A .2>H<7,- 3;(,);,，./2):Y(): S2->9+ T)(=,-*(7K，./2):Y(): &$$$&D，./()9）

4*-1#0(1：Z7 (* G,++ I2G) 7/97 $E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;, ><*7 O, 9E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;,，O<7 7/, 2HH2*(7, (* )27 7-<,5 P/(* H9H,-
*7<A(,* 7/, ;2)A(7(2)* 82- 7/, 2HH2*(7, 7<-)(): 72 O, 7-<,5 Z7 ;2)79()* 7/97 <)A,- 7/-,, A(88,-,)7 ;2)A(7(2)* 7/, 9E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;,
;9) 7<-) 72 O, $E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;,5 ’(-*7+K，;2)*(A,-(): 7/97 ’()*+,- *H9;, G(7/ (*27-2H(; @9)A*O,-: ;<-=97<-, (* -,+97,A G(7/ .9-E
79) 72-*(2) 9)A @9)A*O,-: ;<-=97<-,，*2 (7 >9K 7<-) 72 O, -,+97,A G(7/ >,9) .9-79) 72-*(2) 9)A >,9) @9)A*O,-: ;<-=97<-,，(7 :,7* P/,2E
-,> "5 Z8 7/, 9E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;, (* G(7/ (*27-2H(; @9)A*O,-: ;<-=97<-,，(7 ><*7 7<-) 72 O, $E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;,5 P/,)，7/,
9<7/2- *7<A(,* 9E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;, G(7/ ;2)*79)7 ;<-=97<-,，9)A H-2=,* 7/97 (7 ;9) 7<-) 72 O, $E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;, 7225 T)A,-
*<;/ 7G2 ;9*,*，7/-2<:/ ;2>H9-*2) 28 7/, -,+97(2) O,7G,,) 7/, @9)A*O,-: ;<-=97<-, 9)A 7/, .9-79) 72-*(2)，7/(* H9H,- :,7* 9 *,H,;(9+
;2-2++9-K5 Z8 7/, 9E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;, *97(*,8(,* 9# $ # $ [ ’（.，/）$ \ $，G/,-, ’（.，!/）\ !%’（.，/），(7 ><*7 O, $E-,A<;(O+, ’()*+,-
*H9;,5 M7 +9*7，O,(): ()*H(-,A OK P/,2-,> !，7/, 9<7/2- ;2)*(A,-* 7/, -,+97(2) O,7G,,) ;2)*79)7 ;<=97<-, 9)A *;9+9- ;<=97<-,，9)A
8()A* 7/97 9E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;, G(7/ *;9+9- ;<=97<-, (* 9+*2 $E-,A<;(O+, ’()*+,- *H9;,，9)A :,7* 7/, 82-> 28 7/, >,9) .9-79) 72-*(2)

0’ \ ] "
"# ! ,’ # $ [

# !

%（) [ "）"·( )’ 5

5&6 72#’-：$E-,A<;(O+,；9E-,A<;(O+,；(*27-2H(; @9)A*O,-: ;<-=97<-,；*;9+9- ;<-=97<-,

（责任编辑^ 黄^ 颖）

%?2<-)9+ 28 ./2):Y(): S2->9+ T)(=,-*(7K（S97<-9+ 3;(,);,）̂ /77H：_ _ GGG5 ;Y)<X5 ;)^ ^ ^ ^ ^ ‘2+5 !B S25 !


