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摘要：正规性是单复变函数中的一个重要研究课题，本文主要研究亚纯函数的正规性问题。运用了 D/0@8/. 引理和

正规族的相关理论，研究了与分担值相关的亚纯函数的正规性问题，得到了与分担值相关的结论：设 ! 是区域 " 内

的亚纯函数族，#（"#）与 $（"#）是两个有穷复数，若对 ! 中的任意函数 %，有 % &% E ##% E $，则 ! 在 " 内正规；设 ! 是

区域 " 内的亚纯函数族，’ 是一正整数，#（"#）与 $（"#）是两个有穷复数，若对 ! 中的任意函数 %，有 %（’）% E ##% E $
和 %"#，则 ! 在 " 内正规。
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B 预备知识

正规性是单复变函数中的一个重要研究课题。近年来，把正规族与分担值联系起来成为颇为活跃的研

究课题，国内外许多学者对此做出了大量卓有成效的研究工作［BIB#］。

设 % 和 ( 是区域 " 内的两个亚纯函数，# 是一个复数，若 %（ )）* # 与 (（ )）* # 在 " 内有相同的零点，则称

% 和 ( 在区域 " 内分担 #，或者 JK 分担 #，记为 %（ )）+ #$(（ )）+ #。

定理 B［B］! 设 ! 是区域 " 内的亚纯函数族，#B，#"，#C 是 C 个相互判别的有穷复数，若对 ! 中的任意函数

%，% & 和 % 在 " 内分担 #B，#"，#C，则 ! 在 " 内正规。

定理 "［"］! 设 ! 是区域 " 内的亚纯函数族，’ 是一正整数，#（" #）与 $ 是两个有穷复数，若对任意函数

%（% !），% 的零点重数至少是 ’ 且 %（ )）%（’）（ )）+ #$%（’）（ )）+ $，则 ! 在 " 内正规。

定理 C［C］! 设｛%（ )）｝为区域 " 内一全纯函数族，若族中每个函数 %（ )）在 " 内满足 %（ )）" # 及 %（’）（ )）
* B 的零点之级均大于 B，则族｛%（ )）｝在 " 内正规。

"! 主要的引理

引理 B［%］! 设 " + ｛) L , - B｝& . 为一个区域，! 是区域 " 内的亚纯函数族，对 !（ * B - ! - B），若

! 在" 内不正规，则存在B）点列 )/%"， )/ - 0 - B；"）函数列 %/%!；C）正数列 "/’#1。使得函数列 (/（#）+
" *!
/ %/（ )/ 1 "/#）在 . 上按球距内闭一致收敛于非常数的亚纯函数 (（#）。

引理 "［%］! 设 " + ｛) L ) - B｝& . 为一个区域，! 是区域 " 内的亚纯函数，! 中每个函数的零点的重

级至少是 ’，对每一个 !（#( !( ’），若! 在"内不正规，则存在B）实数 0，# - 0 - B；"）点列 )/%"， )/ -
0 - B；C）函数列 %/ % !；%）正数列 "/ ’ # 1 。使得函数列 (/（#）+ " *!

/ %/（ )/ 1 "/#）在 . 上按球距内闭一致收

敛于非常数的亚纯函数 (（#）。

引理 C［H］! 设 (（ )）是一亚纯函数，’（) B）是一正整数，# 是一非零复数，若 (’（ )）(&（ )）" #，则 (（ )）*
常数。

引理 %［*］! 设 %（ )）为复平面 . 上的一个亚纯函数，# 为非零复数，’ 为一正整数，若 %（ )）" #，%（’）（ )）"
#，则 %（ )）为一常数。
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!" 主要结论及证明

本文中，笔者得到并证明了如下定理。

定理 #" 设 ! 是区域 " 内的亚纯函数族，# " $ 与 $ " $ 是两个有穷复数，若对 ! 中的任意函数 %，有

% &% ’ ##% ’ $，则 ! 在 " 内正规。

证明 " 不妨设 " ’ ｛( % ( ) #｝。假设 ! 在 " 内不正规，由引理 # 知，存在 %* % !，(* % " 和 !* ’ $ + ，

使得 ,*（"）’ !*
- #
& %*（ (* + !*"）在复平面上按球距内闭一致收敛于非常数的亚纯函数 ,（"）。

可以得到 ,&（"）,（"）" #。若不然，假设 ,&（"$）,（"$）’ #，则 ,（"$）"’。若 ,&（"）,（"）* #，则可得到

,&（"）
& ’ #" + .（. 为一常数），这与 ,（"）是亚纯函数矛盾，所以 ,&（"）,（"）+ #。由 ()*+,-. 定理得，存在

"*（"* ’ "$），使得当 * 充分大时有

# ’ ,&*（"*）,（"*）’ % &*（ (* + !*"*）%*（ (* + !*"*）

由条件得 %*（ (* + !*"*）’ $，,*（"）’ !*
- #
& %*（ (* + !*"*）’ !*

- #
& $

两边取极限得 ,（"$）’ /,0
*’’

,*（"*）’ /,0
*’’

!*
- #
& $ ’ ’

这与 ,（"$）" ’ 矛盾。所以 ,&（"）,（"）" #，由引理 ! 可知 ,（"）必为常数，这与前面的假设 ,（"）非常

数相矛盾，所以 ! 在 " 内正规。 证毕

定理 &" 设 ! 是区域 " 内的亚纯函数族，/ 是一正整数，#（" $）与 $（" $）是两个有穷复数，若对 ! 中

的任意函数 %，有 %（/）’ ##% ’ $ 和 %" $，则 ! 在 " 内正规。

证明 " 不妨设 " ’ ｛( % ( ) #｝。因为 ! 中的函数均不取零点，所以他们的零点的级为无穷大。假设 !
在 " 内不正规，则由引理 & 知，存在 %*% !，(*% " 和 !*’ $ + ，使得 ,*（"）’ ! -/

* %*（ (* + !*"）在复平面上按球

距内闭一致收敛于非常数的亚纯函数 ,（"），显然 ,（"）" $。

可以得到 ,（/）（"）" #。否则，假设 ,（/）（"）* #（#" $），则 ,（"）’
#（" - "$）/

/！
，这与 ,（"）" $ 矛盾，所

以 ,（/）（"）+ #。

假设,"$，使得 ,（/）（"$）’ #，即可得 ,（"$）"’。则由 ()*+,-. 定理得，存在 "*（"*’ "$），使得当 * 充分

大时，有 ,（/）
* （"*）’ %（/）

* （ (* + !*"*）’ #，再由条件 %（/）’ ##% ’ $，可得 ,*（"*）’
%*（ (* + !*"*）

!/
*

，故,（"$）’

/,0
*’’

,*（"*）’ /,0
*’’

$
!/
*

’ ’，这与前面的假设 ,（"$）"’ 矛盾，即 ,（/）（"）" #。由引理 1 得 ,（"）为一常数，矛

盾。所以 ! 在 " 内正规。 证毕
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