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摘要：本文讨论工件的加工时间是其开工时间的一类线性增加函数有上界的单机排序问题$ !"（#）（##，$$，$"） %&’(：设

工件集 ) * )$，)"，⋯，){ }
+ 中的每个工件需要在一台机器上得到加工；工件集 )被划分成两组 ) * !$ , !"；机器上第

一个被加工的工件在时刻 ## - # 开始加工；!$ 中工件的加工时间为 !"（ #） * ’" #（当 # . $$）或 !"（ #） * ’"$$

（当 #" $$），!" 中工件的加工时间为 !"（ #）* ’" #（当 # . $"）或 !"（ #）* ’"$"（当 #" $"），其中 $" - $$ - ##均是给
定的常数，#表示对应工件的开工时刻；排序的目的是极小化时间表长（最大完工时间）%5&H。在所得的引理 "和引理 B
的基础上，本文给出一个复杂度为 + -*1 +的多项式时间算法，从而也证明了所讨论的问题是多项式时间可解得的。
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! ! 在经典排序问题中，一个工件的加工时间是一个固定不变的常数；而在某些实际排序问题中，一个工件
的加工时间可以是随该工件的开工时间不同而变化的函数。例如在钢铁企业中，某些工件的加工时间与工

件的温度有关。当工件的温度落在一定的范围内时，它的加工时间为固定的常数；如果工件在加工之前等待

的时间较长，引起工件温度的下降，那么该工件的加工时间会随之增加。这种现象通常被看做工件的加工时

间与其开工时间有关的排序环境。对于加工时间与开工时间有关的排序问题人们已经研究了许多不同的模

型以及解决了在各种准则下的不同问题［$FJ］。

已有的研究加工时间与开工时间有关的排序问题主要处理单机模型［GFK］。L,*M’8 < N O8=03&-3 6［C］研究
了如下类型的排序问题：假设工件 )"的加工时间是 !" * !#" , ’" #，其中 #是工件 )"的开始加工时间；排序的目的

是极小化时间表长（即工件的最大完工时间）%5&H；并指出工件按（!#" / ’"）非降的顺序排列得到的是最优排

序；P*9083*7在文献［$#］中讨论了工件加工时间为简单线性恶化 !" * ’" # 的排序问题，并证明了相应的极小

化最大完工时间问题是多项式时间可解的；张峰在文献［$$］中还研究了加工时间为 !"（ #）*
’" #，# . $
’"$，#"

{ $
，目

标函数为极小化最大完工时间的单机排序问题，并指出工件按 ’" 递减的顺序排列得到的是最优排序。

本文在文献［$$］的基础上讨论更一般的排序问题，并给出了多项式时间算法。第一节提出问题；第二
节分析讨论问题的性质；第三节在所得定理的基础上给出问题的多项式时间算法；第四、五节给出一个算例

及对本文的小结。

$ 问题的描述
设有 +个工件：) * )$，)"，⋯，){ }

+ 需要在一台机器上得到加工；工件被划分成两组 ) * !$ , !"；集合 !$

中有工件 +$ 个，集合 !" 中有工件 +" 个（+$ , +" * +）；机器上第一个被加工的工件在时刻 ## - #开始加工；

每个工件的加工时间与它的开工时刻有关；!$ 中工件的加工时间为 !"（ #）*
’" #，# . $$

’"$$，#" ${
$

，)" # !$，!" 中工

件的加工时间为 !"（ #）*
’"#，# . $"

’"$"，#" ${
"

，)"#!"，其中 $" - $$ - ##均是给定的常数，#表示对应工件的开工时
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刻；排序的目的是极小化时间表长（最大完工时间）!!"#。

显然，如果 "$ # "%，所述问题就是文献［$$］中已讨论的问题；以下总假定 "$ $ "%；如果 %&" "$，则!$中

所有工件的加工时间均为常数，只要将 !$ 中的全部工件排在 !% 中的全部工件之后，此情况也等价于文献

［$$］中的问题。于是，以下总假定 "% & "$ & %& 。
对于一个给定的工件排列：" #（"（$），"（%），⋯，"（’）），在不引起混淆下也叫排序，分别用 ()（"）和

!)（"）（或在不引起混淆下简单地用 () 和 !)）表示工件 *)（在排序 " 下）的开工时间和完工时间，并且总是
让 ("（+） # !"（+,$）（+ # $，%，⋯，’），!"（&） # ("（$） # %&，即机器上不产生空闲。记这里所讨论的问题为：
$ -)（%）（%&，"$，"%） !!"#，并且以下假定，在无专门指出时，所论及的问题就是问题：$ -)（%）（%&，"$，"%）!!"#。

定义 ’ 对于一个给定问题 $ -)（%）（%&，"$，"%）!!"#以及它的一个给定排序 "，如果工件 *"（+）满足 ("（+） $
"$ $ !"（+），则称工件 *"（+）为 "$ 临界工件；如果工件 *"（.）满足 ("（.） $ "% $ !"（.），则称工件 *"（.）为 "% 临界工

件。

若不存在 "$ 临界工件，即对于任意一个排序 "，均使得 !!"#（"）% %&&
’

/ # $
（$ 0 1/）$ "$，那么所讨论问题

已解决而无意义。因此以下总假定 %&&
’

/ # $
（$ 0 1/）& "$，即总假设一定存在 "$ 临界工件。

%’ 问题的分析与性质

引理 $［$$］’ 对于一个给定问题 $ -)（ %）（ %&，"$，"%）!!"#，总存在满足如下性质的某最优排序 "：对于同

属于集合 !/（ / # $ 或 %）中的相邻的两个工件 *) 与 *+，如果 1) & 1+，则工件 *) 排在工件 *+ 之前加工。

对于一个给定的排序 "，设 *"（+）为 "$临界工件，由文献［$&］知，"上的前 + , $个工件可按任意顺序排列

而不影响第 + , $个被加工工件的完工时间，事实上，!"（+,$）% %&&
+,$

/ # $
（$ 0 1"（ /）），从而前 + , $个工件可任意调

换位置也并不改变第 ’ 个被加工工件的完工时间 !!"#。

引理 %’ 对于一个给定的排序 "，如果 ("（+） $ "$（尤其当 *"（+）为 "$ 临界工件时），+ & $，*"（+）# !%，且

*"（+,$）# !$，交换工件 *"（+）与工件 *"（+,$）的顺序，其余工件的相对位置保持不变，并记新排序为#，即#（+）#
"（+ , $），#（+ , $）# "（+），对于其余的工件下标 )，#（ )）# "（ )），那么 !#（’）（#）$ !"（’）（"）。
证明’ ’ 记 ’ ’ " # ("（+,$）（"）# (#（+,$）（#）$ !"（+,$）（"）# "（$ 0 1"（+,$））# ("（+） $ "$ $ "%

!"（+）（"）# "（$ 0 1"（+,$））（$ 0 1"（+）），!#（+,$）（#）# "（$ 0 1#（+,$））# "（$ 0 1"（+））

当 "（$ 0 1"（+））$ "$ 时 ’ ’ ’ ’ ’ ’ !#（+,$）（#）# "（$ 0 1#（+,$））# "（$ 0 1"（+））$ "$

!#（+）（#）# "（$ 0 1#（+,$））（$ 0 1#（+））# "（$ 0 1"（+,$））（$ 0 1"（+））# !"（+）（"）
得 !#（’） # !"（’）；

当 "（$ 0 1"（+））& "$ 时（若 "最优，则此情形不发生）
!#（+,$）（#）# "（$ 0 1#（+,$））# "（$ 0 1"（+））& "$

!#（+）（#）# "（$ 0 1#（+,$））0 1#（+）"$ # "（$ 0 1"（+））0 1"（+,$）"$

!"（+） , !#（+） # 1"（+,$）［"（$ 0 1"（+））, "$］& &
得 !#（’） $ !"（’）。 证毕

引理 % 说明，对于任意的最优排序 "，对于开工时间 $ "$ 的所有工件，!$ 中的工件一定可以排在 !% 中

的工件之后而不破坏排序的最优性。也就是具体地设 *"（+）为 "$ 临界工件，则在排序 "上的前 +个工件中，一
定可以将属于 !% 的工件排在属于 !$ 的工件的前面而仍保持排序的最优性；除非前 +个工件中没有 !$ 中的

工件，否则 "$ 临界工件 *"（+）一定属于 !$。

引理(’ 对于一个给定的排序 "，若 ("（+）" "$，*"（+）#!$，且 *"（+0$）#!%，交换工件 *"（+）与工件 *"（+0$）的

顺序，其余工件的相对位置保持不变，并记新排序为#，即#（+）# "（+ 0 $），#（+ 0 $）# "（+），对于其余的工
件下标 )，#（ )）# "（ )），那么 !#（’）（#）$ !"（’）（"）。
证明 ’ 记 " # ("（+）（"）# (#（+）（#）" "$，!"（+）（"）# " 0 1"（+）"$
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如果 !! $ !，那么 "!（#）（!）$ ! % &!（#）!"；""（#）（"）$ ! % &"（#）!!，"!（#%"）（!）$ ! % &!（#）!" % &!（#%"）!!

""（#%"）（"）$ ! % &"（#）!! % &"（#%"）!" $ "!（#%"）（!）
于是 ""（’）（"）$ "!（’）（!）。
如果 ! ( !!（若 !最优，则此情形不发生），那么

"!（#）（!）$ ! % &!（#）!"，""（#）（"）$ !（" % &"（#））$ !（" % &!（#%"））

如果 "!（#）（!）" !!，那么 # # # # # "!（#%"）（!）$ ) % &!（#）!" % &!（#%"）!!

""（#%"）（"）$ !（" % &"（#））% &"（#%"）!" $ !（" % &!（#%"））% &!（#）!"

"!（#%"）（!）* ""（#%"）（"）$ &!（#%"）（!! * !）+ $
如果 "!（#）（!）( !!，那么 # # # # # # # # "!（#%"）（!）$（! % &!（#）!"）（" % &!（#%"））

""（#%"）（"）$ !（" % &"（#））% &"（#%"）!" $ !（" % &!（#%"））% &!（#）!"

"!（#%"）（!）* ""（#%"）（"）$ &!（#）&!（#%"）!" + $
于是 ""（’）（"）( "!（’）（!）。 证毕

引理%说明，对于任意的最优排序 !，对于开工时间" !"的所有工件，#"中的工件一定可以排在#!中的

工件之后而不破坏排序的最优性。也就是具体地设 ,!（#）为 !"临界工件，则在排序 !上的后 ’ * #个工件中，一
定可以将属于 #! 的工件排在属于 #" 的工件的前面而仍保持排序的最优性。

为了叙述的方便，以下将 #! 中的工件 ,- 的恶化（或腐化）系数 &- 改记为 .-，- $ "，!，⋯，’!，将 #" 中的

工件 ,- 的恶化系数 &-仍记为 &-，- $ ’! % "，’! % !，⋯，’! % ’" $ ’，并设工件已排列成 ."" .!⋯" .’!
，&’!%""

&’!%!
"⋯" &’。

推论&# 记#""’ - # #" &-!" $ !! * ! }
" ，#"! ’ -# #{

" &-!" + !! * !{ }" ，则存在最优排序 !，使#""

中的所有工件一定排在 #! 中的所有工件之后；

推论 & 说明，只有 #"! 中的工件，即恶化系数 &- 比较大的工件才有可能排在某些 #! 的工件的前面。

推论 ’# 若 #"" $ #"，即 #"! $ (，则最优排序为 ! $（"，!，⋯，’）。
定理 (# 存在某最优排序 ! $（!（"），!（!），⋯，!（’））满足：
"）若 !" 临界工件属于 #!，则 ! $（"，!，⋯，’），设 !" 临界工件是 ,/ # #!（" $ / $ ’!），那么 / $

)*+ 0 )$&
0

1 $ "
（" % .1）" !{ }" ；并且，若 !! 临界工件是 ,2 # #!，且 2 ( ’!，则

"’（!）$ )$&
2

1 $ "
（" % .1）% !!（.2%" % .2%! % ⋯ % .’!

）% !"（&’!%"
% &’!%!

% ⋯ % &’）

否则（或 !! 临界工件是 ,’!
，或存在 !! 临界工件# #"，或不存在 !! 临界工件）

"’（!）$ )$&
’!

1 $ "
（" % .1）% !"（&’!%"

% &’!%!
% ⋯ % &’）

!）若 !" 临界工件 ,’!%#
# #"，则 ! $（"，!，⋯，- ，’! % "，’! % !，⋯，’! % #，- % "，- % !，⋯，’!，

’! % # % "，’! % # % !，⋯，’! % ’"），其中 $ ( # $ ’"，$ $ -$ ’!。并且，若 !! 临界工件是 ,’!%#
# #"，则

"’（!）$ )$&
-

1 $ "
（" % .1）&

#

) $ "
（" % &’!%)

）% !!（&-%" % &-%! % ⋯ % &’!
）% !"（&’!%#%"

% &’!%#%!
% ⋯ % &’）

若 !! 临界工件 ,2 # #!，且 - ( 2 ( ’!，则

"’（!）$ )$&
-

1 $"
（" % .1）&

#

) $"
（" % &’!%)

）&
2

1 $ -%"
（" % .1）% !!（&2%" % &2%! %⋯ % &’!

）% !"（&’!%#%"
% &’!%#%!

%⋯ % &’）

若 !! 临界工件是 ,’! ##!，或存在 !! 临界工件##"，或不存在 !! 临界工件，则

"’（!）$ )$&
-

1 $"
（" % .1）&

#

) $"
（" % &’!%)

）&
’!

1 $ -%"
（" % .1）% !"（&’!%#%"

% &’!%#%!
%⋯ % &’）

证明 # 设存在某最优排序 !3，由前面的引理"、!、%可知，对 !3进行调整，使调整后的排序可表示为 ! $（!（"），
!（!），⋯，!（’））满足定理(的条件。
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可见满足定理!条件的排序至多只有 ! " "个（如果存在定理!情形（"）中所定义的 !）或至多只有 ## " "个（如
果不存在这样的 !）。 证毕

推论$% 若#个排序 !$ 和 !$%" 具有
!$ &（"，#，⋯，$，## " "，⋯，## " ’，$ " "，⋯，##，## " ’ " "，⋯，## " #"）

其中，(##"’
（#""）是 )" 临界工件，#$ $$ ##，& * ’$ #"；

!$%" &（"，⋯，$ % "，## " "，⋯，## " ’+，$，⋯，##，## " ’+ " "，⋯，## " #"）

其中，(##"’+（#""）是 )" 临界工件，并且 ’+ & ’（通常情况下 ’+" ’），则 ,’()（!$%"）$ ,’()（!$）。

推论$说明，当属于"" 的 )" 临界工件 (##"’
确定之后，最优排序 !$ 一定可以是让 $达到最小的那个排序，即 $ &

’*+ $ -&&
$

. &"
（" " /.）&

’

. &"
（" " 0.）" ){ }" "&。

, 求解问题的算法
算法

步骤 &% 设工件已排列成 ("，(#，⋯，(##
# "#，(##""

，(##"#
，⋯，(# #""，并具有 /" " ⋯" /##

，0##""
"⋯"

0#；若 -&&
##

. & "
（" " /.）" )"，则令 $ & ! & ’*+

1
1 -&&

1

. & "
（" " /.）" ){ }" " "，否则，令 $ & ! & ##；

步骤 "% 对于当前的 $，若：-&&
$

. & "
（" " /.）&

#"

2 & "
（" " 0##"2

）" )"，则令

’ & ’*+ {
1

1 -&&
$

. & "
（" " /.）&

1

2 & "
（" " 0##"2

）" ) }" " &

以下记排序 ! $ &（"，#，⋯，$，## " "，⋯，## " ’，$ " "⋯ ，##，## " ’ " "，⋯，#）（其中 ’是由 $所确定

的），再令 $ & ’*+ {
$

$ -&&
$

. & "
（" " /.）&

’

2 & "
（" " 0##"2

）" ) }" " &，以下记排序 !##"’ &（"，#，⋯，$，## " "，⋯，

## " ’，$ " "，⋯，##，## " ’ " "，⋯，#）（其中 $是由 ’所确定的），并计算它的目标函数值；
% % 若 $ & &，则转步骤 #；
% % 否则，令 $ - & $ % "，返回步骤 "。
否则，直接转步骤 #。
步骤 #% 从已得到的（至多只有 ## " " 个）排序中选出最好者，即为最优排序。
容易判断本算法的复杂性是 3（# ./0 #）。

1 算例
本算法的执行中，依次地在计算排序 !!，!!%"，!!%#，⋯。在工件 ($ 向后移动得到下一个排序 ! $ %" 的过程中，

由于 0##"’""
比 /$ 大得较多，除非原属于 "" 的 )" 临界工件未发生变动，否则至多只有一个工件 (##"’""

（# ""）

向前移动而成为新的 )" 临界工件。

例 % # & ""，#" & 2，## & !；-& & #4 2，)" & "&&，)# & "2&
/" /# /, /1 /2 /! 0$ 03 04 0"& 0""

"5 & "5 & &5 2 &5 # &5 # &5 " #5 & #5 & "5 1 "5 # &5 #

% % 解% ! 6 ## 6 !；
若排序为 !! 6（"，#，⋯，""），则甘特图是：
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若排序为 !! "（#，$，%，&，!，’，(，)，*，#+，##），则甘特图是：

若排序为 !& "（#，$，%，&，’，(，!，)，*，#+，##），则甘特图是：（最优）

若排序为 !% " !
( "（#，$，%，’，(，&，!，)，*，#+，##），则甘特图是：（最优）

若排序为 !$ "（#，$，’，(，*，%，&，!，)，#+，##），则甘特图如下：
尽管 !*（ " #, &）- "%（ " +, !），但排序 !$ 不如排序 !% 优。

若排序为 !# " !
* "（#，’，(，*，$，%，&，!，)，#+，##），则甘特图是：

若排序 !+ " !
#+ "（’，(，*，#+，#，$，%，&，!，)，##），则甘特图如下：

尽管 !#+（ " #, $）- "#（ " #, +），但排序 !# 比排序 !$ 更差。

于是，最优排序是 !% "（#，$，%，&，’，(，!，)，*，#+，##），或 !& " !
( "（#，$，%，’，(，&，!，)，*，#+，

##），最优值为 #./0 " &(’。

! 小结
本文讨论了问题 # $%（ &）（ &+，’#，’$） #./0，并给出一个有效算法。从引理 $和引理 %可知，"# 中的工

件更倾向于排在"$中的工件之后。而由文献［##］知，当 ’# ( ’$时，工件按 !%（包括 "%）从大到小排列得到最

优排序，因此，当 ’# 与 ’$相差很小而 !) 比 "% 大得较多时，"# 中的工件 *) 仍应该排在 "$ 中的工件 *% 之前；也

就是说，当 !)比 "%大得很多时，工件 *)应排在工件 *%之前，这正是本文算法的步骤#中将工件 *%向后移动（到

工件 *) 之后）的理由。
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