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一类半无限规划的鞍点条件
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摘要:半无限规划是指约束条件有无限多个的一类规划。利用一类B-(p,r,a)不变凸函数,研究了非光滑半无限规划的

鞍点问题,得到了当不完全Lagrange函数为非光滑B-(p,r,a)伪不变凸函数、约束函数为B-(p,r,a)拟不变凸函数时,鞍

点充分性条件,把已有文献中可微、有限约束条件的鞍点结论推广到非光滑、无限约束条件的情形,在新的凸性下得到一

些重要结果。
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近年来对B-(p,r)凸函数的研究成为凸规划里的一个热点。2003年 Antczak[1]定义了可微B-(p,r)凸函

数,并用于研究单目标规划问题。许多学者在B-(p,r)凸函数的基础上推广了大量不变凸函数,并用于研究不同

的规划问题[2-9],得到了许多有益的结果。鞍点问题也是凸规划里面一个很重要的内容,Bector[10]在一般鞍点问

题的基础上,提出了不完全Lagrange函数的鞍点,并利用不变凸函数研究了单目标有限约束规划的鞍点条件。
在此基础上,Chen[11]利用F 凸函数研究了单目标有限约束规划的不完全Lagrange函数的鞍点问题,李向

有[12-13]利用(h,φ)不变凸函数研究了单目标、多目标有限约束规划的不完全Lagrange函数的鞍点问题,得到了

许多重要的结论。
半无限规划是指数学规划中约束条件有无限多个的一类规划问题。本文在上述文献的基础上,把相应规划

中有限个约束条件推广到无限可列个约束条件,利用B-(p,r,a)不变凸函数、B-(p,r,a)拟不变凸函数、B-(p,r,a)伪
不变凸函数[14],研究一类非光滑单目标半无限规划的不完全Lagrange函数的鞍点问题。

1基本定义

称实值函数f:Rn→R是局部Lipschitz的,若对任意x∈Rn,存在一个正数k和x 的邻域N(x),对任意

y,z∈N(x),使得 f(y)-f(z)≤ky-z 。
若函数f为局部Lipschitz的,那么函数f:X→R在x沿方向d 的Clarke广义方向导数和Clarke广方义方

向梯度分别定义为:

f0(x;d)=lim
y→x
 sup
t↓0

f(y+td)-f(y)
t

,∂f(x)={ξ∈Rn:f0(x;d)≥ξTd,∀d∈Rn}。

已有的各种利用B-(p,r)凸函数讨论规划问题的文献,都是取了B-(p,r)凸函数4种形式中的一种讨论,其
他情况类似可证。下面给出在p,r≠0时B-(p,r,a)不变凸函数的定义,此类函数的例子在文献[14]中已有说

明。
定义1[14] 设X⊂Rn 是非空开集,f:X→R是X 上的Lipschitz函数,p,r是任意非零实数,u∈X,若∀x∈

X,存在向量函数η:X×X→Rn,函数b:X×X→R+(R+是非负实数),a:X×X→R,使得对任意的ξ∈∂f(u)有

1
rb
(x,u)(er(f(x)-f(u))-1)≥1pξ

T(epη(x,u)-I)+a(x,u)成立,则称f在u 点为关于函数η,b的B-(p,r,a)不变凸
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函数。
定义2[14] 设X⊂Rn 是非空开集,f:X→R是X 上的Lipschitz函数,p,r是任意非零实数,u∈X,若∀x∈

X,存在向量函数η:X×X→Rn,函数b:X×X→R+(R+是非负实数),a:X×X→R,使得对任意的ξ∈∂f(u)有

1
rb
(x,u)(er(f(x)-f(u))-1)≤0⇒1pξ

T(epη(x,u)-I)+a(x,u)≤0

成立,则称f在u 点为关于函数η,b的B-(p,r,a)拟不变凸函数。
定义3[14] 设X⊂Rn 是非空开集,f:X→R是X 上的Lipschitz函数,p,r是任意非零实数,u∈X,若∀x∈

X,存在向量函数η:X×X→Rn,函数b:X×X→R+(R+是非负实数),a:X×X→R,使得对任意的ξ∈∂f(u)有

1
pξ

T(epη(x,u)-I)+a(x,u)≥0⇒1rb
(x,u)(er(f(x)-f(u))-1)≥0。

它的等价形式为

1
rb
(x,u)(er(f(x)-f(u))-1)<0⇒1pξ

T(epη(x,u)-I)+a(x,u)<0

成立,则称f在u 点为关于函数η,b的B-(p,r,a)伪不变凸函数。
这里I=(1,1,…,1)∈Rn,e(a1,a2,…,an)=(ea1,ea2,…,ean)。

2鞍点条件

考虑下列半无限规划问题(P)
(P) minf(x),     

s.t.g(x,u)≤0,x∈X0⊆Rn,u∈Y⊂Rn。
这里f:Rn→R,g:Rn×Rm→R为局部Lipschitz的实值函数,Y 为无限可数参数集。记问题(P)的可行集

X={xg(x,u)≤0,x∈X0⊆Rn,u∈Y⊂Rn},

Δ={jg(x,uj)≤0,uj∈Y⊂Rn}是可数指标集,J1⊆Δ,J2=Δ\J1,Λ1={vj vj≥0,j∈J1},Λ2={vj vj≥0,j∈
J2}。假定下面出现的关于g(x,u)的广义级数都有意义。

称L(x,vj)=f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj),vj∈Λ1 为问题(P)的不完全Lagrange函数。

定义4 若对所有的可行解x∈X 和vj∈Λ1,有L(x,vj)≤L(x,vj)≤L(x,vj),则称点(x,vj)∈X×Λ1 为不

完全Lagrange函数的鞍点。
定义5 设x是问题(P)的可行解,若对∀uj∈Y,都有

0∈∂f(x)+∑
j∈Δ

vj∂g(x,uj),vjg(x,uj)=0,vj≥0,j∈Δ, (1)

则称x是问题(P)的K-T点。

引理1[15] 对于任意实数si 和实函数fi 总有∂∑
n

i=1
sif( )i (x)⊂∑

n

i=1
si∂fi(x)成立,如果至少有一个fi 在x

严格可微,则有∂∑
n

i=1
sif( )i (x)=∑

n

i=1
si∂fi(x)。

定理1 对所有的vj∈Λ1,f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)在x关于函数η,b0 是B-(p,r,a)伪不变凸函数,对于所有

的vj∈Λ2,∑
j∈J2

vjg(x,uj)在x关于函数η,b1 是B-(p,r,c)拟不变凸函数,并且至少存在一个g(x,uj),j∈J1 和

至少存在一个g(x,uj),j∈J2 在x严格可微,x是问题(P)的 K-T点,a(x,x)+c(x,x)≥0,则存在vj∈Λ1 使得

(x,vj)为不完全Lagrange函数的鞍点。即对所有可行解x∈X,vj∈Λ1,有L(x,vj)≤L(x,vj)≤L(x,vj)。

证明 因为x是问题(P)的K-T点,由(1)式可得对任意vj≥0(j∈Δ),存在ξ∈∂f(x)和存在τj∈∂g(x,uj),

j∈Δ有

ξ+∑
j∈Δ

vjτj=0,vjg(x,uj)=0,vj≥0。 (2)
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对问题(P)的可行解x∈X,有g(x,uj)≤0,vj≥0,j∈J2,∑
j∈J2

vjg(x,uj)≤0,又因为vjg(x,uj)=0,故有

∑
j∈J2

vjg(x,uj)≤∑
j∈J2

vjg(x,uj),即有1
rb1

(x,x)(er(∑j∈J2
vjg(x,u

j)-∑
j∈J2

vjg(x,u
j))-1)≤0。

又∑
j∈J2

vjg(x,uj)在x关于函数η,b1 是B-(p,r,c)拟不变凸函数,再结合引理1,可得对任意τj∈∂g(x,uj),

j∈J2 有

1
p ∑j∈J2

vjτ( )j
T(epη(x,x)-I)+c(x,x)≤0。 (3)

假设L(x,vj)≤L(x,vj)不成立,即有f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)<f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj),则有

1
rb0

(x,x)(er(f(x)+∑j∈J1
vjg(x,u

j)-(f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,u
j)))-1)<0。

又f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)在x关于函数η,b0 是B-(p,r,a)伪不变凸函数,由定义3中的等价定义和引理1可

知,对任意的ξ∈∂f(x)和任意的τj∈∂g(x,uj),j∈J1 有

1
p ξ+∑

j∈J1

vjτ( )j
T(epη(x,x)-I)+a(x,x)<0。 (4)

(3)式和(4)式相加,再由(2)式可得,a(x,x)+c(x,x)<0,这与已知条件矛盾,所以L(x,vj)≤L(x,vj)。又

∑
j∈J1

vjg(x,uj)≤∑
j∈J1

vjg(x,uj)=0,vj∈Λ1,

所以

f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)≤f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)。

即L(x,vJ)≤L(x,vj),结合上面证明可知L(x,vJ)≤L(x,vj)≤L(x,vj)。
即(x,vj)是问题(P)的不完全Lagrange函数的鞍点。 证毕

定理2 对所有的vj∈Λ1,f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)在x关于函数η,b0 是B-(p,r,a)不变凸函数,对于所有的

vj∈Λ2,∑
j∈J2

vjg(x,uj)在x关于函数η,b1 是B-(p,r,c)不变凸函数,且至少存在一个g(x,uj),j∈J1 和至少一个

g(x,uj),j∈J2 在x严格可微,x∈X 是问题(P)的K-T点,a(x,x)+c(x,x)≥0,则(x,vj)是问题(P)的不完全

Lagrange函数的鞍点。即对所有的x∈X,vj∈Λ1,有L(x,vJ)≤L(x,vj)≤L(x,vj)。

证明 因为x是问题(P)的K-T点,由(1)式可得对任意vj≥0(j∈Δ),存在ξ∈∂f(x)和存在τj∈∂g(x,uj),

j∈Δ有

ξ+∑
j∈Δ

vjτj=0,vjg(x,uj)=0,vj≥0。 (5)

对问题(P)的可行解

x∈X,g(x,uj)≤0,vj≥0,j∈J2,∑
j∈J2

vjg(x,uj)≤0,

又vjg(x,uj)=0,故有∑
j∈J2

vjg(x,uj)≤∑
j∈J2

vjg(x,uj),即有

1
rb1

(x,x)er ∑
j∈J2

vjg(x,u
j)-∑

j∈J2

vjg(x,u
j( )) -( )1 ≤0。

又因为对于所有的vj∈Λ2,∑
j∈J2

vjg(x,uj)在x关于函数η,b1 是B-(p,r,c)不变凸函数,再结合引理1,可得

对任意τj∈∂g(x,uj),j∈J2,有 1p
(∑
j∈J2

vjτj)T(epη(x,x)-I)+c(x,x)≤0。

再由(5)式和a(x,x)+c(x,x)≥0,结合上式可得 1
p ξ+∑

j∈J1

vjτ( )j
T(epη(x,x)-I)+a(x,x)≥0。 对所有的
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vj∈Λ1,f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)在x关于函数η,b1 是B-(p,r,a)不变凸函数,结合引理1故有

1
rb0

(x,x0)(er(f(x)+∑j∈J1
vjg(x,u

j)-(f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,u
j)))-1)≥0。

即有f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)≥f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)。 即L(x,vJ)≤L(x,vJ),再由定理1证明可得(x,vJ)是问

题(P)的不完全Lagrange函数的鞍点。 证毕

定理3 若(x,vJ)是问题(P)的不完全Lagrange函数的鞍点,则有∑
j∈J1

vjg(x,uj)=0,且x是问题(P)的最

优解。

证明 因为(x,vJ)是问题(P)的不完全Lagrange函数的鞍点,则由L(x,vJ)≤L(x,vJ)可得∑
j∈J1

vjg(x,uj)≤

∑
j∈J1

vjg(x,uj),又vj≥0,具有任意性,令vj=2vj,则∑
j∈J1

vjg(x,uj)≤0,令vj=12vj,则∑
j∈J1

vjg(x,uj)≥0,故

∑
j∈J1

vjg(x,uj)=0。 由L(x,vJ)≤L(x,vJ)可得

f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj)≥f(x)+∑
j∈J1

vjg(x,uj),

又vjg(x,uj)≤0,j∈Δ,∑
j∈J1

vjg(x,uj)=0。 故可得f(x)≥f(x),即x是问题(P)的最优解。 证毕
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Saddle-PointConditionofaClassofSemi-InfiniteProgramming

LIXiangyou
(InstituteofMathematicsandComputerScience,Yan’anUniversity,Yan’anShanxi716000,China)

Abstract:Semi-infiniteprogrammingisaprogrammingwhoseconstraintfunctionsareinfinite,byaclassofB-(p,r,a)invexfunc-
tions,saddle-pointproblemofnonsmoothsemi-infiniteprogramminginvolvingthesefunctionswereresearched,saddle-pointsuffi-
cientconditionswereobtainedwhenincompleteLagrangefunctionwasB-(p,r,a)pseudoinvexfunctionsandtheconstraintfunc-
tionswereB-(p,r,a)quasiinvexfunctions,saddle-pointconlusionswereextendedfromdifferentiable,finiteconstraintconditionsin

existedliteraturetononsmooth,infiniteconstraintconditions,manyimportantresultswereobtainedundernewconvexity.

Keywords:B-(p,r,a)invexfunctions;semi-infinite;incomplete-Lagrangefunction;saddle-point
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