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素图非连通的单群2An(3)的谱刻画
*

何 怀 玉

(上海政法学院 经济管理学院,上海201701)

摘要:将有限群的元素的阶的集合称之为谱。根据谱,利用单群的分类,借助丢番图方程的求解,采用排除法,对素图非连

通的特殊射影酉群2An(3)进行了刻画,证明了和2An(3)具有相同谱的有限群均与2An(3)同构,仅2A2(3)除外,进一步地

证实了Kondratiev的猜想。
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对于有限群G,若将群的阶 G 的全部素因子用数集π(G)表示,群G 的所有元素的阶用数集ω(G)表示,即
群G 的谱,则ω(G)可由π(G)中若干个元素的乘积构成。如果π(G)中某两元素的乘积属于ω(G),则称它们是连

通的,反之称为不连通。于是,根据π(G)可定义一个素图Γ(G):π(G)的每个元素作为顶点,两个元素若连通则

相连作为边。显然,若ω(G1)=ω(G2),则两者具有相同的素图。
从施武杰的开创性工作[1]可以看到,某些有限单群与其群谱具有一一对应关系,由此开始了利用群谱来刻

画有限群的一系列工作[2]。如果群L为已知,将与L的谱一样的群记为G,如果G 同构于L,称L是可用谱刻画

的;若G 中存在唯一的非交换合成因子同构于L,则称L是可用谱拟刻画的。
经过不懈的工作探知:除去Alt6,素图分支数s(G)>2的单群均是可用谱拟刻画的。于是,俄罗斯数学家

Kondratiev提出了以下猜想。
猜想 素图非连通的有限单群均是可用谱拟刻画的。
在该猜想提出之后,许多新的谱刻画工作[3]均支持了这个猜想。目前仅剩部分单群An(q),2An(q),Bn(q)和

Cn(q)尚待确定。而在剩余的这些单群中,研究得比较多的是An(q),Bn(q)和Cn(q)[4],却少有刻画特殊射影酉

群2An(q)的。特别是与2An(q)的素图结构类似的单群An(q)的数量性质[5]越来越清晰的时候,针对2An(q)的刻

画就提到日程上了。目前已知,素图分支数大于1的单群An(3)是可刻画的[6],那么结构类似的2An(3)可否也能

刻画呢? 下面将对这个问题进行讨论。
这里先介绍一下后面要用到的通用符号。将π(G)中在包含关系下的一个极大子集记为ρ(G),它是由Γ(G)

中两两不连通的顶点构成的;若r∈ρ(G),也可将之记为ρ(r,G);集合的大小用t(G)= ρ(G)或t(r,G)=
ρ(r,G)来表示。若r为qn-1的本原素因子,则记为rn。若素图Γ(G)非连通,就将它的第i个素图分支用

ni(G)表示,1≤i≤s(G);这里令2∈n1(G),则其他素图分支ni(G)为全连通,且为ω(G)中在可整除关系下的一个

最大元[7]。
引理1[8] 设G 为有限群,其中t(G)>3,t(2,G)>2。则群G 具有如下性质:

1)对群G 的某可解极大正规子群K,必有非交换单群S,满足S≤G=G/K≤Aut(S),同时S中总能找到等

于ni(G)的素图分支,i>1。

2)在极大孤立点集ρ(G)中取子集ρ,若其元素个数 ρ ≥3,则ρ中最多有一个元能整除 K · G/S ,且
t(S)≥t(G)-1。

3)在ρ(2,G)中任取一个奇素数p,则p不整除 K · G/S ,且ρ(2,S)⊇ρ(2,G)。
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定理 当自然数n≥4时,素图非连通的2An(3)可用谱刻画。
证明 从文献[7]中可看到,若Γ(2An(3))非连通,则n或n+1是一个素数。将该素数记为p,那么p≥5。

设有限群G 与2An(3)具有相同的谱,那么Γ (G)=Γ (2An(3)),从而可知t(G)= p+1é

ë
êê

ù

û
úú2
,t(3,G)=3,

s(G)=2,n2(G)=3
p+1
4 ≥61。

根据引理1可知,必能找到某单群S,满足S≤G=G/K≤Aut(S),同时r2p∈ρ(2,S)。下面根据非交换单群

的分类,讨论S的所有可能性,采用排除法逐步缩小范围来确定S。
1)若S为交错单群Altm。
根据r2p∈ρ(2,S),由素图的连接标准[9]可知,数集{m,m-1,m-2,m-3}中必有一个数为r2p。再由ni(S)=

n2(G),可知r2p=3
p+1
4 ≤m,又因4(3p-2+1)<3p+1,且4(3

p-1
2 +1)<3p+1,则有r2p-4+rp-1<r2p≤m,从而在

单群Altm 中,r2p-4与rp-1是相连的,但这与r2p-4·rp-1∉ω(G)矛盾[9],假设不成立。
2)若S为散在单群。
根据ni(S)=n(G)≥61,可知S只可能为F1 和LyS。但反过来把S代入到ni(S)=n2(G)中时,发现该方程

无解[10],从而假设不成立。

3)若S为例外型李型单群。
当p=5时,ni(S)=n(G)=61,再由61为群G 的最大素因子可知,61也是群S的最大素因子,无例外型单

群S满足该条件,舍去。
同理可知,p不等于7和11。
当13≤p≤23时,t(S)≥t(G)-1=6,同时由s(G)=2可知,S只可能是E7(2)、E7(3)和E8(q),但此时方程

ni(S)=n2(G)同样无解[10],舍去。
当p>23时,t(S)≥t(G)-1=14,同样找不到符合此条件的单群S。
故S不是例外型李型单群。
4)若S≅2Dk(q),其中q=mt(m 为素数)。

根据极大孤立点数t(S)≥t(G)-1可得,3k+4é

ë
êê

ù

û
úú4 ≥ p-1é

ë
êê

ù

û
úú2
,即k≥2p3-2

。

当m=2时,由素图的连通分支情况[7]可知:ni(S)=2t+1,此时方程ni(S)=n2(G)显然无解,舍去。

当m≥5时,可知ni(S)=q
k+1
2
,其中k为2的方幂。若m>5,由于k≥2p3-2

,则ni(S)>n2(G),舍去。若

m=5,根据ni(S)=n2(G),可得3p-1=2·5k=10a,那么p必然是4的倍数,与p为素数矛盾。

当m=3时,S 与G 的特征相同。同时由s(G)>1可知,k或k-1为2的方幂。此时,ni(S)=3
k+1
4

或

3k+1
2
。再根据ni(S)=n2(G)可知,若该方程有解[10]则必然有S≅2Dp(3),但此时有素数rp-2∈π(S)\π(G),矛

盾。
故单群S不能是2Dk(q)。
5)若S≅Dk(q)。
根据素图分支数s(S)>1,可知q∈{2,3,5}。
当q=3或5时,可推知方程ni(S)=n2(G)显然无解,矛盾。
当q=2时,有ni(S)=2k-1,则根据ni(S)=n2(G)的解[10]可得:2(2k+1-1)=3(3p-1+1),从而r2p-2∈

π(S)\π(G),矛盾。

6)若S≅Bk(q)或Ck(q),其中q=mt(m 为素数)。
当m=2时,则有ni(S)=2k-1或2tk+1。若ni(S)=2tk+1,显然ni(S)=n2(G)无解,矛盾。若ni(S)=

2k-1,其中k为素数,则根据ni(S)=n2(G)的解[10]可有2(2k+1-1)=3(3p-1+1),从而r2p-2∈π(S)\π(G),同样

矛盾。
当m=3时,由单群S的素图分支取值可知,此时方程ni(S)=n2(G)无解。
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因此,m≥5。再由s(G)≥2可知,此时ni(S)=q
k+1
2
,其中k为2的方幂。通过求解素图分支方程ni(S)=

n2(G),可得qk=3
p-1
2
。由于qk·(qk-1)整除群S的阶,从而{rp,rp-1,r(p-1)/2}⊂π(S),同时,由于已知群S中

rp-1和r(p-1)/2均与3相连[2],这与极大孤立点集ρ(3,2Ap-1(3))的情况相矛盾。那么只能有ω(G)=ω(2Ap(3)),
而此时又由于存在素数rp∈π(S)\π(G),同样不可能成立。

7)若S≅Ak(q),其中q=mt(m 为素数)。

根据t(S)≥t(G)-1可知,k+2é

ë
êê

ù

û
úú2 ≥ p-1é

ë
êê

ù

û
úú2
,即k≥p-1,且k或k+1为素数。

若q>3。当ni(S)=q
k-1
q-1

时,由于ni(S)=qk-1+qk-2+…+1>qp-2≥3
p+1
4 =n2(G),则素图分支方程

ni(S)=n2(G)再次无解,舍去。而当ni(S)= qk-1
(q-1)(k+1,q-1)

时,ni(S)≥qk+1-1
(q-1)2

>qk-1-1≥qp-2-1≥

3p+1
4 =n2(G),同样ni(S)=n2(G)无解,舍去。

若q=3,则素图分支方程ni(S)=n2(G)显然也无解,舍去。
若q=2,则k+1是一个素数,否则,根据单群S 的素图分支情况可知:2(2k+1-1)=3(3p-1+1),但此时

r2p-2∈π(S)\π(G),矛盾。而当k+1是素数时,方程ni(S)=n2(G)同样无满足条件的解,矛盾。
故单群S不能是Ak(q)。
8)若S≅2Ak(q),其中q=mt(m 为素数)。

由孤立点数t(S)≥t(G)-1可知,k+2é

ë
êê

ù

û
úú2 ≥ p-1é

ë
êê

ù

û
úú2
,即k≥p-1,且k或k+1为素数。

当q=2时,由丢番图方程3x-2y=1的可能的解推知,ni(S)=n2(G)显然不成立[10],舍去。
当q≥4时,由于ni(S)>qk-2≥qp-3,则当q>5且p>5时,显然有ni(S)>n(G),矛盾。当q>5且p=5时,

或者q=4时,很容易验证方程ni(S)=n2(G)无解,同样可舍去。
从而有q=3,进一步可得:S≅2Ap-1(3)或2Ap(3)
(i)当ω(G)=ω(2Ap-1(3))时,S≅2Ap-1(3)。否则,若S≅2Ap(3),当p+1≡0(mod4)时,素数rp+1∈

π(S)\π(G);当p+1≡2(mod4)时,素数r(p+1)/2∈π(S)\π(G),皆不成立。因此,2Ap-1(3)是可以用谱拟刻画的。
(ii)当ω(G)=ω(2Ap(3))时,S≅2Ap(3),其中p+1≡0(mod4)。否则,若S≅2Ap-1(3),则当(p+1)2=4

时,由于ρ(2,G)= 2,r2p,rp{ }+1 ,而rp+1∉π(S),这与ρ(2,S)⊇ρ(2,G)矛盾。当(p+1)2>4时,由于rp+1∈

π(S)\π(G)且S≤G=G/K≤Aut(S),则rp+1∈π(K),从而 K 可看作是一个初等交换rp+1-群。众所周知,
2Ap-1(3)中存在这样一个Frobenius子群:其核为3的方幂阶、补为rp-3阶。再由文献[11]可知rp+1·rp-3∈ω(G),
这与素图Γ(2Ap(3))的连通情况冲突,不成立。从而S不可能是2Ap-1(3)。因此,2Ap(3)也是可用谱拟刻画的。

由(i)、(ii)可知:当素图非连通时,单群2An(3)是可用谱拟刻画的。也就是说,若ω(G)=ω(2An(3)),那么

必有S≅2An(3),使得S≤G=G/K≤Aut(S)。
9)若K≠1。
设rl∈π(K),则可将K 视为初等交换rl-群。
易知rl≠3,否则,从文献[12]中可以看到,若记K 和S 的半直积群为M,则ω(M)≠ω(S),从而造成ω(G)≠

ω(2An(3)),矛盾。
不妨取rl≠2,显然l≥3。由文献[2]可知,S含有这样一个Frobenius子群:其核为3的方幂阶、补为rt 阶

(其中t∈{p-1,2p-4,p-3,2p-8}),从而根据文献[2]可得rl·rt∈ω(G)。
当l=3或4时,rl·r2p-4∉ω(G),矛盾。当l=5时,由于4 (p-1)(p-3),不妨令4 (p-3)。当5 (p-3)

时,2p-4就不被5除,依据素图的连通情况[9],可得r5·r2p-4∉ω(G),矛盾;而若p-3不能被5除时,可知

r5·rp-3∉ω(G),同样得出矛盾,舍去。与此同理,可以证明l≠10。但如果l≥6且l≠10,此时l又不能同时整

除2(p-2)和2(p-4),不妨令不能整除2(p-4),则由文献[9]可知rl·r2p-8∉ω(G),同样不成立。
综上可知:rl=2,即K 只可能是一个初等交换2-群。此时,由于S含有这样一个Frobenius子群:其核为3

的方幂阶、补为3p-1-1阶,根据文献[2]可得:2(3p-1-1)∈ω(G)。另一方面,从极大环面的知识可以看到,S中
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不存在2(3p-1-1)阶极大环面[9],从而2(3p-1-1)∉ω(S),这与ω(G)=ω(2An(3))冲突,可舍去。
因此可得K=1,即K 为单位元群,进而S≤G≤Aut(S)。
再根据文献[13]可知:当S≅2Ap(q)或2Ap-1(q),q=pn 时,若s(G)>1,则有G/S≅<γ>,且γ的阶为2spt(其

中s+t>0)。从而可知,当S≅2Ap(3)或2Ap-1(3)时,若要使群G 的素图非连通,则必有G≅S。
综上所述,最终可得:当2An(3)的素图非连通时,若ω(G)=ω(2An(3)),则G≅2An(3),即n≥4的非连通单

群2An(3)都可用谱刻画。 证毕

又因为已知2A2(3)不可用谱刻画[14],而2A3(3)可用谱刻画[15],所以可得如下结论。
推论 除2A2(3)以外,素图非连通的单群2An(3)均可用谱刻画。
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Abstract:Thesetofelementordersoffinitegroupsisnamedasspectrum.BythespectrumandthesolutionsofDiophantineequa-
tions,thesimplegroup2An(3)withdisconnectedprimegraphisrecognized,inwhichtheclassificationoffinitesimplegroupsand
eliminationareemployed.Theconclusionisthateveryfinitegroupwiththesamespectrumas2An(3)isisomorphicto2An(3)ex-
cept2A2(3),whichfurthermoresupportsKondratiev’sconjecture.
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