
 2016年7月 重庆师范大学学报(自然科学版) Jul.2016
第33卷 第4期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.33 No.4

 DOI:10.11721/cqnuj20160403

星形箭图的极限
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摘要:星形箭图是指只有一个sink点及一些指向该点并由该点连接的线性箭图,是一类常见的箭图;正向极限作为范畴

理论中一个重要的研究对象,在代数学及范畴的上同调等方面都有重要的应用。余完备范畴 A中任意正向系的正向极

限是存在的。具体刻画了星形箭图所对应的偏序集的正向系的正向极限,即正向系的余积。作为应用,得到一类Dynkin
箭图所对应的偏序集的正向系的正向极限。
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正向极限与反向极限是范畴理论中一对非常重要的对偶概念,在代数学及范畴的上同调等方面都有重要的

应用。2008年,Glöckner[1]研究了无限维李群的正向极限,证明了无限维李群升链G1⊆G2⊆G3⊆…均有正向

极限∪n∈NGn;2013年,Baranov[2]讨论了对合单结合代数的正向极限的分类及其维数群,由代数闭域上的有限

维对合单结合代数的正向极限的分类得到相应的维数群的分类。本文考虑刻画星形箭图对应的偏序集的正向

系的正向极限。星形箭图是一类常见的箭图,Etingof,Gan,Oblomkov[3]讨论了非Dynkin图的星形箭图所对

应的代数的“Spherical”子代数;Chari,Greenstein[4]证明了存在大量的有限仿射型星形箭图(3个分支)及tame
拟遗传代数;Weist,Yusenko[5]则描述了与星形箭图对应的*代数的非等价的不可约*表示。

 图1 星形箭图

 Fig.1 Star-shapedquiver

形如图1的箭图Q 称为带k 个分支的星形

箭图(Star-shapedquiverwithkarms)[6]:即只有

一个sink点及一些指向该点并由该点连接的线

性箭图(也称arms),所谓的sink点是指不存在

以该点为起点的箭,线性箭图指的是形如•→•
→…→•的箭图(本文只考虑两点之间单箭的

情况)。
通常,箭图(Quiver)记为Q(Q0,Q1,s,t)[7],

其中Q0 为点集(Vertex),常记为:Q0={1,2,3,
…,n};Q1 为箭集(Arrow),其元素记为:α∈Q1;s:Q1→Q0,α s(α)(α的起点);t:Q1→Q,α t(α)(α的终点)。

这里对星形箭图的k个分支用指标集表示,i=1,2,…,k,第i个分支的第j个点记为[i,j],该sink点记为

0=[i,0],i=1,2,…,k,从点[i,j]指向[i,j-1]的箭记为αi,j,即点集Q0={0}∪{[i,j]|1≤i≤k,1≤j≤di};箭
集Q1={aij|1≤i≤k,1≤j≤di},其中s(αij)=[i,j],t(αij)=[i,j-1]。

借助余积的定义,本文刻画了星形箭图所对应的偏序集的正向系的正向极限,作为应用,得到一类Dynkin
箭图所对应的偏序集的正向系的正向极限。
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1预备知识

引理1 设Q(Q0,Q1,s,t)是一个无圈(无loop和无cycle)的箭图,I以箭图Q 中的点集Q0 为元素,对任意

的x,y∈Q0,如果点x到点y 存在路,则称x与y 之间有关系,并记为x≤y,则(I,≤)是一个偏序集。
由偏序集的定义,引理1显然成立。
注1 文中箭图Q 所对应的偏序集均指引理1中的偏序集。若Q 为星形箭图,此时I的偏序关系为:

[i,di]≤[i,di-1]≤…≤[i,1]≤[i,0]=0,i=1,2,…,k,且各分支之间没有关系。
接下来回顾正向极限的定义,具体可参见文献[8-9]。

图2 正向极限

Fig.2 Directlimit

定义1 设{Ai,φi
j}为范畴 A 中的一个以I为指标集的正向系,则正向系

{Ai,φi
j}的正向极限是指A的一个对象A 与一簇态射αi∈HomA(Ai,A),使当i≤

j时,αi=αjφi
j,并且∀X∈ObA,∀fi∈HomA(Ai,X),只要当i≤j时,fi=fjφi

j,
就必有唯一的一个β∈HomA(A,X),使对一切i,恒有fi=βαi,即图2为交换图,

此时记正向系{Ai,φi
j}的正向极限(简称为极限)为{A,αi}。

为方便读者,这里列出正向系的定义如下。
定义2[10] 设I是偏序集I做成的小范畴,F 是范畴I到范畴 A的一个函

子。∀i,j∈ObI,Γi
j∈HomI(i,j),F(i)=Ai∈ObA,F(Γi

j)=φi
j∈HomA(Ai,Aj),

且φi
i=1Ai

,当i≤j≤k时,φj
kφi

j=φi
k。那么{Ai,φi

j}叫做A的一个以I为指标集的

正向系,也称函子F 为正向系。当I是一个有限集时,称{Ai,φi
j}是A的一个以I

为指标集的有限正向系。
引理2[10] 设A是范畴,若A中正向系{Ai,φi

j}的极限{A,αi}存在,则基本唯一。
对余完备范畴A,任意正向系的正向极限是存在的,原因如下。
命题1[11] 设A是一个范畴,下面表述等价:
(1)A是(有限)余完备的;
(2)A中存在任意(有限)直和及差余核;
(3)A中的任意(有限)正向系的正向极限都存在。
注2 结合Abel范畴定义,Abel范畴是有限余完备范畴。
为证明主定理的需要,引进余积的定义。

图3 余积

Fig.3 Coproduct

定义3[10] 设A是范畴,Ai∈ObA,i∈I,称二元组(A,{λi})为{Ai|i∈I}的余积,其

中A∈ObA,{λi:Ai→A}是一族态射使得对所有的二元组(B,{fi}),其中B∈ObA,
{fi:Ai→B}是一族态射,均存在唯一的态射f:A→B,使得fλi=fi 对所有的i∈I都成

立,即有如下交换图3。
一般地,本文简单地称A 为{Ai|i∈I}的余积,记为C

i∈I
Ai。

2主要结论

由引理2,以I为指标集的Abel范畴 A的正向系{Ai,φi
j}的正向极限存在,具体

是:

定理1 设箭图Q 为星形箭图,I是该箭图所对应的偏序集,则以I为指标集的Abel范畴A的正向系{Ai,

φi
j}的正向极限同构于Ai 的余积(A,{λi}),其中λi=λjφi

j。

证明 因为A是Abel范畴,由命题1知对A中的任意正向系{Ai,φi
j}的正向极限存在,且对{Ai|i∈I}及一

族态射{λi|其中λi=λjφi
j},余积存在,简记为A。

令fi=λi:Ai→A,则fjφi
j=λjφi

j=λi=fi,又对A中任意对象X 及一族态射gi:Ai→X,且满足gi=gjφi
j,故

有gi=g0φi
0,i∈I。
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图4 交换图

Fig.4 Commutativediagrams

由定义3,存在唯一β:A→X,使得βλi=gi,从而βfi=βλi=gi,即图4
为交换图。

若另有γ:A→X,使得γfi=gi,则γλi=γfi=gi,由余积定义中的泛性,
知β=γ。

由定义1(极限的定义)得(A,{λi})是正向系{Ai,φi
j}的正向极限,其中

λi=λjφi
j,i∈I。由引理2即得结论。 证毕。

作为应用,本文考虑一类特殊的Dynkin箭图的极限。
命题2 若箭图Q 的底图为Dynkin图[7],各分支的交叉点为sink点

(An 只有一个分支,除外),且只有这么一个sink点,I是该箭图所对应的偏

序集,则以I为指标集的Abel范畴A的正向系{Ai,φi
j}的正向极限同构于

Ai 的余积(A,{λi}),其中λi=λjφi
j。

证明 当箭图Q 是一个An 型的Dynkin图,此时Q 是一个只有1个分

支的星形箭图,其中d1=n-1;当箭图Q 是一个Dn 型的Dynkin图,如图5
所示,此时Q 是一个有3个分支的星形箭图,其中d1=d2=1,d3=n-3;当
箭图Q 是一个E6 型的Dynkin图,如图6所示,此时Q 是一个有3个分支的

星形箭图,其中d1=2,d2=1,d3=2;当箭图Q 是一个E7 型的Dynkin图,
如图7所示,此时Q 是一个有3个分支的星形箭图,其中d1=2,d2=1,d3=3;当箭图Q 是一个E8 型的Dynkin
图,如图8所示,此时Q 是一个有3个分支的星形箭图,其中d1=2,d2=1,d3=4。

故由定理1,易知此时以I 为指标集的 Abel范畴 A 的正向系{Ai,φi
j}的正向极限同构于 Ai 的余积

(A,{λi}),其中λi=λjφi
j。 证毕

图5 Dn 型的Dynkin图

Fig.5 DynkingraphforDntype
图6 E6 型的Dynkin图

Fig.6 DynkingraphforE6type

   
图7 E7 型的Dynkin图

Fig.7 DynkingraphforE7type

图8 E8 型的Dynkin图

Fig.8 DynkingraphforE8type

3结语

星形箭图是一类常见的箭图,包含了An 及Dn 箭图。以星形箭图所对应的偏序集I为指标集的Abel范畴

A自然是有限余完备范畴,A中的任意(有限)正向系的正向极限都存在。本文进一步对星形箭图所对应的偏序

集的正向系的正向极限进行刻画,恰恰同构于Ai 的余积,作为应用,得到一类Dynkin箭图所对应的偏序集的正

向系的正向极限。事实上,可以类似讨论星形箭图所对应的偏序集的逆向系的极限。
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DirectLimitsofStar-shapedQuivers
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Abstract:Thestar-shapedquiverisaquiverwhichonlyhasasinkvertexconnectingwithsomelinearbranches,itisacommonquiv-
er.Andasanimportantobjectincategorytheory,directlimitplaysanimportantroleinalgebraandcohomologyincategory.As

wellknown,foracocompletecategoryA,directlimitsofanydirectsystemsalwaysexist.Inthispaper,thedirectlimitsofdirected

systemsofposets,whicharecorrespondedtothestar-shapedquivers,arecharacterized;itisisomorphictothecoproductofdirect

systems.Finally,asanapplication,thedirectlimitsofdirectedsystemsofposets,correspondingtoaclassofDynkinquivers,are

obtained.
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