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非奇异 M-矩阵的Hadamard积的最小特征值的下界估计
*

赵建兴,桑彩丽

(贵州民族大学 理学院,贵阳550025)

摘要:针对非奇异 M-矩阵B和非奇异 M-矩阵A的逆A-1的 Hadamard积的最小特征值τ(B췍A-1)的下界估计问题,分别

利用 Gerschgorin 圆 盘 定 理 和 Brauer卵 形 定 理,给 出 了 τ(B췍A-1)的 两 个 新 的 下 界 估 计 式 τ(B췍A-1)≥

min
i∈N

bii-(bii-τ(B))mi

a{ }ii
和τ(B췍A-1)≥min

i≠j

1
2

{biiαii+bjjαjj-[(biiαii-bjjαjj)2+4mimjαiiαjj (bii-τ(B))(bjj-

τ(B))]12},新估计式改正并改进了某些已有结果。数值例子显示新的下界比某些已有下界更接近τ(B췍A-1)。
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生物学、物理学和经济数学等领域中的诸多问题都与 M-矩阵联系密切。矩阵的 Hadamard积在概率论中

的特征函数和偏微分方程中的弱极小原理等方面的研究中应用广泛[1-2]。受这些应用背景的影响,最近许多学

者对非奇异 M-矩阵B与非奇异 M-矩阵A的逆矩阵的Hadamard积的最小特征值τ(B췍A-1)的下界估计进行了

深入研究,给出了一系列好的估计式[3-9]。本文继续研究这一问题,给出τ(B췍A-1)的新的下界估计式。

1预备知识

用Rn×n(Cn×n)表示n阶实(复)矩阵集,令N={1,2,…,n},n≥2。
定义1[1] 设A=[aij]∈Rn×n,若aij≥0,i,j∈N,则称A为非负矩阵,记为A≥0。
定义2[2] 设A=[aij]∈Rn×n,若aij≤0,i≠j,i,j∈N,A 非奇异,且A-1≥0,则称A 为非奇异 M-矩阵。用

Mn 表示非奇异 M-矩阵的集合;用σ(A)表示A的谱,并称τ(A)=min{Re(λ)|λ∈σ(A)}为A的最小特征值。
定义3[2] 设A=[aij],B=[bij]∈Cm×n,用A췍B表示A 和B 的对应元素相乘而成的m×n矩阵,即A췍B=

[aijbij],称其为A和B 的Hadamard积。

定义4[2] 设A=[aij]∈Cn×n,若对任意i∈N,aii >∑
j≠i

aij ,则称A为行严格对角占优矩阵。

为叙述方便先给出一些记号。∀i,j,k∈N,j≠i,记:

rji= aji

ajj -∑
k≠j,i

ajk

,ri=max
j≠i
{rji};sji=

aji +∑
k≠j,i

ajk rk

ajj
,si=max

j≠i
{sji};

mji=
aji +∑

k≠j,i
ajk ri

ajj
,mi=max

j≠i
{mji}。

2011年崔润卿等人[3]给出如下结果。

定理1[3] 设A=[aij],B=[bij]∈Mn,则τ(B췍A-1)≥min
i∈N

bii-(bii-τ(B))si

a{ }
ii

。

注1 文献[4]用一个反例说明文献[5]中引理2.2(a)是不正确的,而定理1的证明用到了文献[5]中的引理
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2.2(a),因此定理1不一定正确。

引理1[6] 设A∈Mn 是行严格对角占优矩阵,则A-1=[αij]存在,且αji≤mjiαii≤miαii,αii≥1aii
,i≠j,i,j∈N。

引理2[10] 设A=[aij]∈Rn×n,则A的任意特征值λ都属于下列区域之一:

(a)Gerschgorin圆盘 ∪
i∈N

z∈C:z-aii ≤∑
k≠i

a{ }ik ;

(b)Brauer卵形区域 ∪
i≠j

i,j∈N

z∈C:z-aii · z-ajj ≤∑
k≠i

aik ∑
k≠j

aj{ }k 。

引理3[11] 设A,B∈Rn×n,D,E∈Rn×n是对角矩阵,则
D(B췍A)E=(DAE)췍B=(DA)췍(BE)=(AE)췍(DB)=A췍(DBE)。

2主要结果

应用引理1、引理2的(a)和类似于定理1的证明,可得如下定理。

定理2 设A=[aij],B=[bij]∈Mn,则τ(B췍A-1)≥min
i∈N

bii-(bii-τ(B))mi

a{ }
ii

。

下面给出τ(B췍A-1)的另外一个估计式。
定理3 设A=[aij],B=[bij]∈Mn,A-1=[αij],则

τ(B췍A-1)≥min
i≠j

1
2biiαii+bjjαjj- (biiαii-bjjαjj)2+4(bii-τ(B))(bjj-τ(B))mimjαiiα[ ]jj{ }

1
2 。

证明 (a)假设A和B 均是不可约矩阵。由A∈Mn 知存在正对角矩阵D,使得D-1AD 是行严格对角占优

M-矩阵[7]。由引理3得

τ(B췍A-1)=τ(D-1(B췍A-1)D)=τ(B췍(D-1A-1D))=τ(B췍(D-1AD)-1)。
因而,为方便起见,且不失一般性,可设A是行严格对角占优 M-矩阵。

因为B=[bij]∈Mn 是不可约矩阵,故存在正向量u=[u1,u2,…,un]T,使得uTB=τ(B)uT,由此可得

bii-∑
j≠i

bji uj

ui
=τ(B)。

设U=diag[u1,u2,…,un],则U 是非奇异对角矩阵。令B=[bij]=UBU-1,则

B=[bij]=UBU-1=

b11 b12u1
u2

… b1nu1

un

b21u2
u1 b22 … b2nu2

un

︙ ︙ ︙

bn1un

u1

bn2un

u2
… b

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
únn

。

显然B是不可约非奇异 M-矩阵,且U(B췍A-1)U-1=(UBU-1)췍A-1=B췍A-1,故τ(B췍A-1)=τ(B췍A-1)。
设λ=τ(B췍A-1),则0<λ<biiαii,i∈N。由引理2的(b)知,存在正整数对i,j∈N,i≠j,使得

(λ-biiαii)(λ-bjjαjj)≤∑
k≠i

bkiαki ∑
k≠j

bkjαkj ≤∑
k≠i

bkiuk

ui
αki ∑

k≠j

bkjuk

uj
αkj ≤

∑
k≠i

bkiuk

ui
mkiαii ∑

k≠j

bkjuk

uj
mkjαjj ≤∑

k≠i

bkiuk

ui
miαii ∑

k≠j

bkiuk

uj
mjαjj =

(bii-τ(B))miαii(bjj -τ(B))mjαjj,
即(λ-biiαii)(λ-bjjαjj)≤(bii-τ(B))(bjj-τ(B))miαiimjαjj。

由此得

λ≥12biiαii+bjjαjj-[(biiαii-bjjαjj)2+4(bii-τ(B))(bjj-τ(B))miαiimjαjj]{ }
1
2 ≥

min
i≠j

1
2biiαii+bjjαjj- (biiαii-bjjαjj)2+4(bii-τ(B))(bjj-τ(B))miαiimjα[ ]jj{ }

1
2 。

(b)假设A和B 中至少有一个是可约矩阵。令T=[tij]是n阶置换阵,其中t12=t23=…=tn-1,n=tn1=1,其
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余tij为零,则对任意充分小的正数ε,A-εT 和B-εT 都是不可约非奇异 M-矩阵。用A-εT 和B-εT 分别代替

情形(a)中的A和B,类似于情形(a)的讨论,并令ε→0,利用连续性可得结论成立。
下面给出定理2和定理3的比较定理。
定理4 设A=[aij],B=[bij]∈Mn,A-1=[αij],则

min
i≠j

1
2biiαii+bjjαjj-[(biiαii-bjjαjj)2+4(bii-τ(B))(bjj-τ(B))mimjαiiαjj]{ }

1
2 ≥min

i∈N

bii-(bii-τ(B))mi

a{ }
ii

。

证明 不失一般性,对任意i,j∈N,i≠j,假设biiαii-(bii-τ(B))miαii≥bjjαjj-(bjj-τ(B))mjαjj,由此可得

(bii-τ(B))miαii≤biiαii-bjjαjj+(bjj-τ(B))mjαjj。从而

1
2biiαii+bjjαjj- (biiαii-bjjαjj)2+4(bii-τ(B))(bjj-τ(B))miαiimjα[ ]jj{ }

1
2 ≥

1
2biiαii+bjjαjj- (biiαii-bjjαjj)2+4(bjj-τ(B))mjαjj(biiαii-bjjαjj+(bjj-τ(B))mjαjj[ ]){ }

1
2 =

1
2biiαii+bjjαjj- (biiαii-bjjαjj+2(bjj-τ(B))mjαjj)[ ]2{ }

1
2 =

1
2
{biiαii+bjjαjj-(biiαii-bjjαjj+2(bjj-τ(B))mjαjj)}=[bjj-(bjj-τ(B))mj]αjj≥

bjj-(bjj-τ(B))mj

ajj
≥min

i∈N

bii-(bii-τ(B))mi

a{ }
ii

。 证毕

注2 定理4说明定理3的结果比定理2的结果精确。

3数值算例

下面给出一个例子来验证理论结果。

例1 设A=

4 -1 -1 -1
-2 5 -1 -1
0 -2 4 -1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú-1 -1 -1 4

,B=

1 -0.5 0 0
-0.5 1 -0.5 0
0 -0.5 1 -0.5

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0 -0.5 1

,易知A,B∈M4。应用文献[7]

中定理5.7.31、文献[4]中定理4.8、文献[8]中定理9以及文献[9]中定理1,分别得:

τ(B췍A-1)≥τ(B)minαii=0.07;τ(B췍A-1)≥ min
i∈N

bii-mi∑
j≠i

|bji|

aii

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
 

=0.075;

τ(B췍A-1)≥ (1-ρ(JA)ρ(JB))τ(B)min
i∈N

bii

aii
=0.0762;

τ(B췍A-1)≥ min
i∈N

bii-p(10)
i ∑

j≠i
|bji|

aii

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
 

=0.0833。

但应用本文定理3得τ(B췍A-1)≥0.1761。可见定理3的结果优于文献[4,7-9]中的相关结果。实际上,

τ(B췍A-1)=0.2148。
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EstimateoftheLowerBoundsfortheMinimumEigenvalueofthe
HadamardProductofNonsingularM-matrices

ZHAOJianxing,SANGCaili
(CollegeofScience,GuizhouMinzuUniversity,Guiyang550025,China)

Abstract:ByGerschgorin’sdisktheoremandBrauer’sovaltheorem,respectively,twonewlowerboundsfortheminimumeigenval-
ueτ(B췍A-1)oftheHadamardproductofanonsingularM-matrixBandtheinverseofanonsingularM-matrixAaregiven,which

areτ(B췍A-1)≥min
i∈N

bii-(bii-τ(B))mi

a{ }ii
andτ(B췍A-1)≥min

i≠j

1
2 biiα{ ii +bjjαjj-[(biiαii-bjjαjj)2+ 4mimjαiiαjj(bii-τ(B))

(bjj-τ(B))] }
1
2 ,andcorrectandimprovesomeknownresults.Numericalexamplesaregiventoshowthatthesenewlowerbounds

inthispapercanapproachtherealvalueoftheminimumeigenvaluethansomeexistingones.
Keywords:M-matrix;Hadamardproduct;minimumeigenvalue;lowerbounds
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