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时标上一类p-Laplacian哈密顿系统的变分结构
*

薛益民,苏 莹

(徐州工程学院 数学与物理科学学院,江苏 徐州221111)

摘 要: 研 究 了 形 式 如 下 的 时 标 T 上 二 阶 非 自 治 的 p-Laplacian 哈 密 顿 系 统

(uΔ(t)p-2 uΔ(t) )Δ=∇F(σ(t),uσ(t)),Δ-a.e.t∈[0,T]Tk

u(0)-u(T)=0,uΔ(0)-uΔ(T){ =0
的边值问题,给出了该系统上的变分结构,同时证明了

该系统的求解问题等价于求其相应泛函φ∈C1(W1,p
Δ,T(T,Rn),R)的临界点。
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自1988年StefanHilger在他的博士论文[1]中提出时标理论以来,时标上的动力方程越来越受到学者们的

关注,因为时标动力方程统一了微分方程和差分方程,能够揭示更为复杂的动力系统,而且时标动力方程有广泛

的应用基础,用该理论来描述生物学、计算机网络、工程技术、物理等领域的许多现象,更能够揭示这些现象的本

质属性。关于时标动力方程有很多问题值得研究,其中一个重要的方面就是解的存在性问题,有关时标上动力

方程解的存在性的文章有很多,如文献[2-10]。

受文献[11]的启发,本文主要研究了形式如下的时标上二阶非自治的p-Laplacian哈密顿系统边值问题

(uΔ(t)p-2 uΔ(t))Δ=∇F(σ(t),uσ(t)),Δ-a.e.t∈[0,T]Tk,

u(0)-u(T)=0,uΔ(0)-uΔ(T)=0{ 。
(1)

其中0,T∈T,p>1,∇F(t,u)=DuF(t,u),F:[0,T]T×Rn→R,且满足如下假设:

(H0)对于∀x∈Rn,F(t,x)关于t是可测,对于Δ-a.e.t∈[0,T]T,F(t,x)关于x是连续可微的,且对任意

的x∈Rn 和Δ-a.e.t∈[0,T]T,存在a∈C(R+,R+),b∈L1([0,T]T,R+)满足 F(t,x)≤a(x )b(t),

∇F(t,x)≤a(x )b(t)。

1相关定义和引理

为了研究问题的需要,本节将给出时标上一些相关的基本定义和引理,更详尽的内容可参考文献[11-12]。

定义1 设f(t)=(f1(t),f2(t),…,fN(t)):T→RN,t∈T,若fΔ(t)=(fΔ
1(t),fΔ

2(t),…,fΔ
N(t))存在,则称

fΔ(t)为f在t点的Δ-(或Hilger)导数。若对于所有的t∈T,fΔ(t)存在,则称f在T 上Δ-(或 Hilger)可微,称

fΔ(t):Tk→RN 为f 在Tk 上Δ-导数。

定义2 若函数f:T→RN 在T 每个右稠点连续,且在T左稠点极限(有限)存在,则称f是rd-连续的。

定义3 假设f(t)=(f1(t),f2(t),…,fN(t)):T→RN,A 是一Δ-可测的T 的子集,则f在A 上可积当且仅

当fi(i=1,2,…,N)在A 上可积,且
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∫A
f(t)Δt=∫A

f1(t)Δt,∫A
f1(t)Δt,…,∫A

fN(t)Δ( )t 。

定义4 假设f(t)=(f1(t),f2(t),…,fN(t)):[a,b]T→RN,如果对于∀ε>0,存在δ>0,使得当

[ak,bk)T n
k=1是 [a,b]T 上 任 意 一 族 互 不 相 交 的 子 区 间,且 其 总 长 ∑

n

k=1

(bk - ak)< δ 时,恒 有

∑
n

k=1
f(bk)-f(ak)<ε成立,则称f在[a,b]T上绝对连续或全连续(即f∈C([a,b]T,RN)),其中f(t)=(f1(t),

f2(t),…,fN(t)):[a,b]T→RN。

绝对连续函数有如下性质:

性质1[11] 若f,g:[a,b]T→RN 为绝对连续函数,则fg在[a,b]T上绝对连续,且有下式成立

∫[a,b)T

((fΔ,g)+(fσ,gΔ))(t)Δt=f(b)g(b)-f(a)g(a)=∫[a,b)T

((f,gΔ)+(fΔ,gσ))(t)Δt。

设p∈R,p≥1,对空间Lp
Δ [0,T)T,R( )N = f:[0,T)T →RN:∫[0,T)T

|f(t)|pΔt<+{ }∞ 赋以范数

‖f‖Lp
Δ([0,T)T,R

N)=∫[0,T)T
f(s)pΔ( )s

1
p (2)

则Lp
Δ([0,T)T,RN)空间在范数(2)下是Banach空间,定义Lp

Δ([0,T)T,RN)内积为:<f,g>=∫[0,T)T

(f(t),

g(t))Δt,其中(f,g)∈Lp
Δ([0,T)T,RN)×Lp

Δ([0,T)T,RN),(.,.)表示RN 上的内积。

定义5 W1,p
Δ,T(T,Rn)= u:[0,T]T→Rn

u绝对连续,u(0)=u(T),

uΔ([0,T)T,Rn{ })
。则W1,p

Δ,T(T,Rn)是一个定义了如下范

数的Banach空间:‖u‖=‖u‖W1,pΔ,T(T,R
n)=∫[0,T)T

|u|pΔt+∫[0,T)T
|uΔ|pΔ( )t

1
p ,其中u∈W1,p

Δ ,T(T,Rn)。

定义6 假设p≥1(p∈R),且u:[0,T]T→RN,则u∈W1,p
Δ,T([0,T]T,RN),当且仅当对∀u∈Lp

Δ([0,T)T,

RN),存在g:[0,T]T→RN,使得g∈Lp
Δ([0,T)T,RN),且∫[0,T]T

(u(t),φΔ(t))Δt=-∫[0,T]T

(gΔ(t),φ(t))Δt,对

∀φ∈C1T,rd [0,T)T,R( )N ,其中C1T,rd([0,T]T,RN)={f∈C1rd([0,T]T,RN),且f(0)=f(T)}。

引理1[11] 如果序列{uk}k∈N在W1,p
Δ,T((0,T)T,Rn)上弱收敛于u,则序列{uk}k∈N在C([0,T]T,RN)上强收敛

于u。
引理2 假设p≥1(p∈R),则对∀q∈[1,+∞),W1,p([a,b],Rn)↔Lq([a,b),Rn)的嵌入是紧的。

2主要结论

本节将给出p-Laplacian哈密顿系统(1)上的变分结构,同时证明p-Laplacian哈密顿系统(1)解的存在性等

价于一个相应泛函φ∈C1(W1,p
Δ,T(T,Rn),R)临界点的存在性。

令u~=u-u,其中u=1T∫[0,T)T
u(t)Δt=0,则W

~
1,p
Δ,T(T,Rn)={u∈W1,p

Δ,T(T,Rn):u=0}。从而W1,p
Δ,T(T,Rn)=

Rn췍W
~
1,p
Δ,T(T,Rn)。

定理1 若定义函数φ:W1,p
Δ,T(T,R)→R为φ(u)=

1
p∫[0,T)T

uΔ pΔt+∫[0,T)T
F(t,u)Δt,则φ∈C1(W1,p

Δ,T(T,

Rn),R)。

证明 首先,证明Gateaux导数的存在性。

对任意的v∈W1,p
Δ,T(T,Rn)和ε∈R且0< ε <1,有

1
ε φ(u+εv)-φ(u[ ])=∫[0,T)T

1
εp
(uΔ+εvΔ p - uΔ p)Δt+∫[0,T)T

F(t,u+εv)-F(t,u)
ε Δt。

根据中值定理,存在λ1∈(0,1),使得对∀u∈Rn,有
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uΔ+εvΔ p- uΔ p

ε =p uΔ+ελ1vΔ p-2 uΔ+ελ1v( )Δ vΔ ≤Cp uΔ p-1+ vΔ p( )-1 vΔ ,其中C 为

正的常数。由时标上的Hölder不等式,可得 uΔ p-1+ vΔ p( )-1 vΔ ∈L1Δ,T T,R( )n 。

另一方面,由中值定理可知存在λ2∈(0,1),使得对于任意给定的u∈Rn,有 1
ε F(t,u+εv)-F(t,u)=

Fu(t,u+ελ2v) v ,又因为 Fu(t,u+ελ2v) v ∈L1Δ,T(T,Nn),所以由时标上的控制收敛定理,有

<φ′(u),v>=lim
ε→0

1
ε
(φ(u+εv)-φ(u))=∫[0,T)T

(uΔ p-2uΔ,vΔ)+(∇F(t,u),v)Δt。

下面证明Gateaux导数的连续性。

设{un}⊂W1,p
Δ,T(T,Rn)且lim

n→∞
un=u,则由引理1和引理2,在L1,pΔ,T(T,Rn)上有lim

n→∞
un=u,其中q1= p

p-1
,从而

lim
n→∞

uΔn p-2uΔn- uΔ p-2u Lq1Δ =0。由时标上的控制收敛定理和(H0),可得lim
n→∞∫[0,T)T

∇F(t,un),∇F(t,u)Δt=0。

对于任意的v∈W1,p
Δ,T(T,Rn),有

<φ′(un)-φ′(u),v>=∫[0,T)T

(uΔn p-2uΔn - uΔ p-2uΔ,vΔ)+(∇F(t,un)-∇F(t,u),v)Δt,

由时标上的Hölder不等式,有

<φ′(un)-φ′(u),v>≤∫[0,T)T
uΔn p-2uΔn - uΔ p-2 uΔ vΔΔt+∫[0,T)T

(∇F(t,un)-∇F(t,u),v)Δt≤

∫[0,T)T
uΔn p-2uΔn - uΔ p-2 p

p-1Δ( )t
p-1
p∫[0,T)T

vΔ pΔ( )t
1
p
+∫[0,T)T

(∇F(t,un)-∇F(t,u),v)Δt≤

uΔn p-2uΔn - uΔ p-2u Lq1Δ v + v∫[0,T)T
∇F(t,un)-∇F(t,u)Δt。

因此 ‖φ′(un)-φ′(u)‖ ≤ ‖|uΔn|p-2uΔ-|uΔ|p-2u‖Lq1Δ +∫[0,T)T
|∇F(t,un)-∇F(t,u)|Δt( )| →0,当

n→∞,从而有lim
n→∞

φ′(un)=φ′(u),对∀v∈W1,p
Δ,T(T,Rn),由p-Laplacian哈密顿系统(1),有((uΔρ(t)p-2

uΔρ(t))Δ,v)=(∇F(t,u),v),从0到T 积分,由性质1,有

0=∫[0,T)T

((uΔρ(t)p-2 uΔρ(t))Δ,v)Δt-∫[0,T)T

(∇F(t,u),v)Δt=

-∫[0,T)T
uΔ p-2 u( )Δ ,v( )Δ Δt-∫[0,T)T

(∇F(t,u),v)Δt。 证毕

由上面的讨论,可知函数φ的临界点即为p-Laplacian哈密顿系统(1)的解。
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TheVariationalStructureforp-LaplacianHamiltonianSystemonTimeScales

XUEYimin,SUYing
(SchoolofMathematicsandPhysicalScience,XuzhouInstituteofTechnology,XuzhouJiangsu221111,China)

Abstract:Inthispaper,weareconcernedwithasecondordernon-autonomousp-LaplacianHamiltoniansystemontimescalesTof

theform
(uΔ(t)p-2 uΔ(t))Δ=▽F(σ(t),uσ(t)),Δ-a.e.t∈[0,T]Tk,

u(0)-u(T)=0,uΔ(0)-uΔ(T)=0{ .
Wepresentthevariationalstructureofourp-Lapla-

cianHamiltoniansystem,andprovethatfindingsolutionsofthisp-LaplacianHamiltoniansystemisequivalenttofindingthecritical

pointsoftheassociatedfunctional.

Keywords:timescales;p-LaplacianHamiltoniansystem;variationalstructure;criticalpoint
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